Géomeétrie Vectorielle
1MRenf

Jean-Philippe Javet

Source images : http://www.josleys.com

http://www.javmath.ch


http://www.josleys.com
http://www.javmath.ch




Table des matieres

1 Vecteurs, composantes - points, coordonnées 1
1.1 Lesvecteurs . . . . . . . . . . e 1
1.1.1 Lanotion de vecteur . . . . . . . . . . . . ... 1

1.1.2  Opérations sur les vecteurs du plan ou de l'espace . . . . . . . .. ... ... 4

1.1.3 La géométrie vectorielle pour démontrer... . . . . . . . .. ... 12

1.1.4 Tests de colinéarité et de coplanarité . . . . . . . . ... ... .. ... ... 13

1.2 Bases et composantes . . . . . . ... 16
1.2.1 Dansleplan . . . . . . . .. 16

1.2.2 Danslespace . . . . . . . . 20

1.2.3  Tests de colinéarité et de coplanarité . . . . . . .. ... ... .. ... ... 22

1.3 Repeéres et coordonnées . . . . . . . . ... 27
1.3.1 Dansleplan . . . . . . .. o 27

1.3.2 Dansl'espace . . . . . . . . . 32

1.3.3 Point milieu et centre de gravité . . . . . . .. ... oo 34

2 Norme et produit scalaire 37
2.1 Norme d'un vecteur . . . . . . . . . .. 37
2.2 Produit scalaire et perpendicularité . . . . . . . .. ... L. 42
2.3 Applications du produit scalaire . . . . . . . .. ... 50
2.3.1 Projections orthogonales (plan - espace) . . . . ... ... ... ... ..., 50

2.3.2 Angle de deux vecteurs (plan - espace) . . . . ... ... 52

2.3.3  Calculs d’aires (plan) . . . . . . ... 55

3 Produit vectoriel 57
3.1 Définition et propriétés . . . . . . .. 57
3.2 Applications du produit vectoriel . . . . . . .. ... 60
3.2.1 Produit vectoriel et calcul d’angles (espace) . . . . . . ... ... ... ... 61

3.2.2  Calculs d’aires (espace) . . . . . . . ..o 62

3.2.3 Test de coplanarité . . . . . . . ... 64

3.2.4 Calculs de volumes (espace) . . . . . . . ... 66
Bibliographie 69



IT

A Quelques éléments de solutions
A.1 Vecteurs, composantes - points, coordonnées
A.2 Norme et produit scalaire
A.3 Produit vectoriel

Index

.. VIII
. XIV

XVIII

Malgré le soin apporté lors de sa conception et surtout parce qu’il n’a jamais été utilisé en classe, le polycopié que
vous avez entre les mains contient certainement quelques erreurs et coquilles. Merci de participer & son amélioration
en m’envoyant un mail :

javmath.ch@gmail.com

Merci ;-)



mailto:javmath.ch@gmail.com

Vecteurs, composantes - points, coordonnées

1.1 Les vecteurs

1.1.1 La notion de vecteur

Définition:

Un vecteur non nul est caractérisé par la donnée de trois éléments :
une direction, un sens et une longueur (appelée aussi norme).

Pour dessiner un vecteur, on choisit un point a partir duquel
on trace une fleche qui a la direction, le sens et la longueur souhaités.

de méme direction de méme sens de méme longueur

Un vecteur nul est un vecteur de longueur zéro. Sa direction et
son sens ne sont pas définis. Un tel vecteur se dessine a 'aide d'un
point.

On note généralement les vecteurs a I'aide de minuscules surmontées
) \ - 7 - —
d’'une fleche : @, b, ..., u, v, ...

Pour deux points A et B, on note E le vecteur qui peut se
dessiner a I'aide d’une fleche joignant A a B.

Le vecteur nul est noté 0. Pour tout point P, on a PP=70.

1



CHAPITRE 1. VECTEURS, COMPOSANTES - POINTS, COORDONNEES

Définition: On note V5 I'ensemble de tous les vecteurs du plan et V3 'ensemble
de tous les vecteurs de I'espace.

3 criteres: Citons trois criteres exprimant 1’égalité entre deux vecteurs :

=1 A 7’ / /. 7/ Ve ’
AB = DC <= ABCD est un parallélogramme (éventuellement dégénéré).
<= La translation qui envoie A sur B envoie aussi D sur C.

<= Les segments [AC] et [BD] ont le méme point milieu.

De cette maniere, un vecteur peut étre considéré comme un ensemble
de fleches qui ont :

a) méme direction,

b) méme sens,

c) méme longueur.

Généralement, on dessine un tel vecteur a l'aide d’une seule fleche,
appelée représentant.

Exemple 1: Soit ABC'D un parallélogramme. Regrouper tous les représentants
de chaque vecteur que 'on peut définir a I’aide des lettres de cette
figure.
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Exercice 1.1: Pour chaque paire de fleches, dire si elles sont le représentant
d’un méme vecteur ou pas. Justifier vos réponses en termes de :

“direction” “sens” et “longueur”.
a) b)
> >

A - -

> B
c) d)

>
-

Exercice 1.2: Donner un représentant pour chaque vecteur pouvant se définir a
I’aide des sommets de chacune des figures ci-dessous.

a) Parallélogramme b) Pyramide & base carrée

E
F E D
44/ )
A B
¢ 153
A

Dans la figure qui suit, donner le nombre de vecteurs différents que
I'on peut définir a 'aide des différentes lettres.

c) Hexagone régulier

F
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1.1.2 Opérations sur les vecteurs du plan ou de I’espace

Définition: Soit @ et b deux vecteurs.
e La somme (addition) @ + b :

On choisit un point A, et I'on note > par B le point tel que
AB = T et par C' celui pour lequel BC=1.

A1n81a—|—b=AC':

e L'opposé — @ de @ :

——

On choisit un point A, on note par B le point tel que @ = AB.
@ = BA.

Ainsi, le vecteur opposé, noté —a, sera défini par : —

e La différence (soustraction) @ — b :

A laide de ce qui précede, on définit la soustraction par :

T—b=a+(-0)

Exercice 1.3: @) Construire la somme des trois vecteurs ci-dessous.

b) Représenter trois vecteurs non nuls, n’ayant pas la méme direc-
tion, et dont la somme est le vecteur nul.

—
C

el

=
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Exercice 1.4: Construire dans chacun des deux cas le vecteur demandé.

S

Q|

Y

A

Y

ot

ol

Y

— — e —
a) levecteur v =a + b + ¢
b) le vecteur W = b — € + d@

c) le vecteur 7 = @ — (Z) + 7)

d) le vecteur 7 tel que 7 + d = b
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Propriétés:

Michel Chasles
(1793 - 1880)

Justification:

Pour tous points A, B et C, on a :

e AB+ BC = AC (régle de Chasles)

e —AB =BA

: - 7 —
Quels que soient les vecteurs @, b et ¢, on a :

+d (commutativité)
e (T+0)+C=a+(b+7) (associativité)
0=a (0 est élément neutre)

(=d)=0 (—d est l'opposé de @)
Les deux premieres égalités découlent immédiatement des définitions.
Les autres sont illustrées ci-dessous :

e commutatitivé :

e associativité :

ol

|

+ S
- F
+ ~

o)

Q)
e/l‘f‘

e élément neutre : évident.

® OpPOsé :

x@l
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Exemple 2:

Exercice 1.5:

Exercice 1.6:

Soient A, B, C, D des points quelconques de ’espace. Simplifier
I’expression : L
AC - AD+ CB - DB

Soit A, B, C', D et E des points quelconques du plan ou de l'es-
pace. En utilisant la regle de Chasles, simplifier le plus possible les
expressions suivantes :

a) BD + AB + DC b) BC + DE + DC + AD + EB
¢) DA—-DB-CD-BC d) EC—ED+CB-DB

On considere le parallélépipede ABC'D EFGH représenté sur la
figure. Exprimer plus simplement les vecteurs suivants :

a) @ = AB+ FG
b)?:@%ﬁ H
¢) T=EB+CA

d) d =EH +DC +GA

e) ©=AH + EB

f) 7=E’+C_C>+ﬁ+ﬁ
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Définition: Soit @ un vecteur et k un nombre réel. Le vecteur k - @ (que I'on
peut également écrire k@) est défini par :

a) la direction du vecteur @,
b) le sens du vecteur @ si k > 0 et le sens opposé si k < 0,

c¢) une longueur égale au produit de celle du vecteur @ par la
valeur absolue de k.

—
Propriétés: Quels que soient les vecteurs @, b et les nombres réels k, m, on a :

o k(T+0b)=ka+kb o (-1)7 =-7

o (k+m)@ =ka +ma o k(—@) = (k)@ = — (k@)
o k(m@) = (km)@ ¢ 03 =0

o137 =17 k0 =10

Exercice 1.7: Reproduire le vecteur ¥ dans votre cahier puis construire (régle et
compas) les vecteurs :

—>_]-—> U
Cl—§U >

— _ —
b =—-37 v >
c- 1% v .
5 Ll

— —
dzx/ﬁﬁ v >

—

v

o)
|
>
<)

Y
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Exercice 1.8: Représenter le point P pour lequel les égalités vectorielles ci-dessous
sont vérifiées :

—_ R — 1—>
a) AP = —34 b) PA = 4B
.A A
B B
¢) AP = —2PB d) PA=--PB
A A
B B

Exercice 1.9: Reprendre les vecteurs de l'exercice 1.4 et représenter le vecteur :

— —
v C

— T +2b —

[\CR V]

Définition: On dit que le vecteur @ est combinaison linéaire des vecteurs
— — e . 2,
€1, ..., €n, S'il existe des nombres réels aq, ..., a, tels que :

— — —
a =ae; + ... +apey

Les nombres aq, . . ., a, s’appellent les coefficients de la combinaison
linéaire.
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Exemple 3: Construire ci-dessous les vecteurs U et W définis par les combinaisons
linéaires suivantes :

T=30-°"0 et W=2T+0b

NN V]

. . —> g . . . O
Exprimer ensuite les vecteurs @ et b comme combinaisons linéaires
—
des vecteurs U et .

Exemple 4: Décomposer graphiquemgnt le vecteur 7 comme combinaison li-
néaire des vecteurs @ et b.

e
b
_—

=)
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Exercice 1.10: Par rapport aux vecteurs de la figure ci-dessous :
. — . - . . e s . — -
a) Exprimer ¢ puis d comme combinaison linéaire de @ et b.

JEN — 1> -7
b) On considere le vecteur 7 = —5¢ —5d.

N
. — . . « s . —
Exprimer ° comme combinaison linéaire de a et b.

. — .7 . .. — -
c) Exprimer @ puis b comme combinaison linéaire de ¢ et d.

Y . Tl ]

i

Exercice 1.11: Soit ABC'D EFGH un cube pour lequel on pose :
@=AB, b =AD et ¢ = AE,
Soit M le milieu de [F'G], N celui de [HG] et P le centre de ABCD.

. . . . . s . —
Exprimer les vecteurs suivants comme combinaisons linéaires de a,
betC:

EP.EM,EN,NM 6PN, KNP, PM

Exercice 1.12: Soit ABC'D un parallélogramme pour lequel on pose :
T =ABet b = AD.
Soit M le milieu de [BC] et P un point tel que PA = —2PC.

. == = - . . .
Exprimer les vecteurs PB, PM et DM comme combinaisons li-
néaires de @ et b.

Exercice 1.13: Représenter un carré OABC, puis construire les points E, F', G et
H tels que :

AE - AC+ BC ﬁ:;@’_@’

C_G)=20_B)+;B_O> . OH = —20B
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Exercice 1.14: Exprimer ¥ en fonction de @ et de b osi

— 1 —
37— 27) — 61 :—7(75?—31)) 127

1.1.3 La géométrie vectorielle pour démontrer.. .

Exemple 5: Soit ABC'D un quadrilatere quelconque. On désigne par M et N
les points milieux respectifs de [AD] et [BC']. Montrer que :

m:;(@+ﬁ)

Exercice 1.15: Soit ABC'D un parallélogramme. Soit E le milieu de [BC], F le
milieu de [DC]. Montrer que :

ﬁ+ﬁ:;’,4—c’

Exercice 1.16: On donne le quadrilatere ABC'D. Soit P, (), R et S les milieux
respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].

— 11— —
a) Montrer I’égalité vectorielle PQ = §AC = SR

b) Que peut-on en déduire au sujet du quadrilatere PQRS ?

Exercice 1.17: ABCD est un parallélogramme. Les points M, N, P et () sont tels
que :

AM =2AB BN =2BC CP=20D DQ =2DA.
Montrer que le quadrilatere M N P(@) est un parallélogramme.
Exercice 1.18: Montrer que si le quadrilatere ABC'D admet des diagonales qui se

coupent en [, leur point milieu alors ABC'D est un parallélogramme.

Exercice 1.19: Soit cinq points O, A, B, C' et D tels que :
OA+0OC = OB + 0D

Montrer que le quadrilatere ABC'D est un parallélogramme.
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1.1.4 Tests de colinéarité et de coplanarité

Définition:

Exemple 6:

Criteére:

Exemple 7:

Exercice 1.20:

Remarque:

. ) e .. )
Des vecteurs du plan ou de 'espace sont dits colinéaires s’il est
possible de les représenter sur une méme droite.

Les vecteurs listés ci-dessous sont-ils colinéaires ?

a) Tet b —
- — d

b) @, bet T ¢

c)zetzi: > /a)r

d) det0

Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si I'un d’entre eux
peut s’écrire comme le produit de ’autre par un nombre réel.

Sur le rectangle proposé, donner un représentant de chaque vecteur
. /7 . -
colinéaire au vecteur AD.

Sur le parallélogramme de la figure ci-dessous, les points G et F
divisent le segment [H E] en trois parties égales, les points B et C
divisent [AD] en trois parties égales et M est le milieu de [BC].
Donner un représentant de chaque vecteur colinéaire a a.

H G F E
A B M C D

Les vecteurs A_B> et A—C: sont colinéaires si et seulement si les trois
points A, B et C' sont alignés.
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Définition: Des vecteurs de ’espace sont coplanaires s’il est possible de les
représenter dans un méme plan.

Exemple 8: Les vecteurs listés ci-dessous sont-ils coplanaires ?

<
a) Tet b i —
b) @, bet?
- 7 - — -
c) a, betd

Remarque: e Deux vecteurs de I'espace sont toujours coplanaires.

e Trois vecteurs de I'espace, dont deux sont colinéaires, sont toujours
coplanaires.

Critere: Trois vecteurs de 'espace sont coplanaires si et seulement si I'un
de ces trois vecteurs peut s’écrire comme combinaison linéaire des
deux autres.

Exemple 9: Considérons le parallélépipede ABCDEFGH et notons I, J les
milieux des segments [AB] et [EH| respectivement.

—_— ——— .
Montrer que les vecteurs C'G, JI et F'H sont coplanaires.
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Exercice 1.21:

Exercice 1.22:

On considere le parallélépipede ABC'D EFGH. Dans chacun des
cas suivants, déterminer graphiquement si les trois vecteurs donnés
sont coplanaires. Si tel est le cas, exprimer le premier vecteur
proposé comme combinaison linéaire des deux autres.

a) GH, AE, DG b) DB, EG, AB

On considere le prisme ABCDEF GHIJKL dont les bases sont
des hexagones réguliers. Dans chacun des cas suivants, déterminer
graphiquement si les trois vecteurs donnés sont coplanaires. Si tel
est le cas, exprimer le premier vecteur proposé comme combinaison
linéaire des deux autres.

a) ﬁ,ﬁ,.B_C: b) I;_G'>7TD>7[{_B>
K J K J
\ |
L } : I T 1 I
G \ ‘G |
I { | N
|
0% N N I% N N
F C F& C
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Exercice 1.23: Méme consigne que 'exercice précédent

a) AF,JD, HI b) KE,CH,GD

K J K J
I I

L ! : I L ! : I
\G | \G |
| | | |

F o C F C
A B A B

1.2 Bases et composantes

1.2.1 Dans le plan
Considérons, dans le plan, deux droites non paralleles d;, ds concou-

rantes et les deux vecteurs e;, €5 situés selon la figure ci-dessous.
. —
Soit encore un vecteur @ quelconque.

dy

— >
€1 b dl

Construisons, avec des paralleles aux droites d; et ds, le parallélo-
gramme dont l'une des diagonales correspond au vecteur E’._)On
décompose ainsi le vecteur @ en une somme de deux vecteurs b et

¢ colinéaires avec les vecteurs e; et e5. Il existe donc deux nombres
réels aq et asy tels que :

—

— —
b =ae, ¢ = asey

impliquant ainsi 1’écriture suivante :

— e —

d=10b+7=ae + ases

En conclusion, tout vecteur du plan peut s’exprimer de maniere
unique comme combinaison linéaire de deux vecteurs.

Cela justifie que 'on dise parfois que le plan est de dimension 2.
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Définition:

Exemple 10:

Remarque:

Exercice 1.24:

Deux vecteurs e; et e; du plan, qui ne sont pas colinéaires forment,
dans cet ordre, une base de V3, notée B = (7 ; €3).

Pour chaque vecteur @ du plan, les nombres réels a; et as, tel que
— — — — . N
a = aie] + ases s’appellent les composantes de a relativement a

la base B.

Pour noter un vecteur, on privilégie la notation en colonne :

— al — — —
a = a = a a1e1 + aseg
2

—_—
Déterminer les composantes du vecteur DB dans les deux bases :

i

Les composantes d’un vecteur sont définies par rapport a une base
déterminée ; le changement de base implique inévitablement un
changement de ses composantes.

Les points M, N, P et (Q sont les milieux des cotés du parallélo-
gramme ABCD.

e Donner, dans la base B; = (E ; E), les composantes des
vecteurs AB, AD, AM, AQ, AN, AP, AO, OB, QP et CM.

e Méme question, mais relativement a la base By = (ﬁ s AM).
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Exercice 1.25: On considere la figure suivante :

y

a) Représenter les vecteurs suivants, dont les composantes sont
données, relativement a la base B = (é7 ;¢3) :
(0
={_5)

=) 7). *- ()

—
b) Représenter les vecteurs ¥ = d — ¢ et W =

2

donner leurs composantes dans B.

Régles de calcul: Soit B = (7 ; é3) une base du plan relativement & laquelle :

() ()
(05} b2
et soit k£ un nombre réel. On a les 3 propriétés suivantes :
— - B a; + b1 - k- aq
oa—l—b—(a2+b2> .ka_<k'a2)

«c T =T e {al:bl

CLQZbQ

Preuve: Cf. exercice qui suit.

1 3
Exemple 11: a) <2> + (_4) =

5()-
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Exercice 1.26:

Exercice 1.27:

Exercice 1.28:

Exercice 1.29:

Compléter la preuve des 3 regles de calculs proposées ci-dessus :

451
Ona:ﬁ’:( >:>6’:a16_f+a26_2’

a2
32( )z—b): ......................... Ainsi
oa—I—Z): .................. T
. — a1+b1
_( ............ )61+( ............ )62— (CLQ—I—bg)
okd =k-(......... o )= ...+ 62—(,6.@;)
e T =0 — S4...m=... a+... 6
a) =
—
ag = ...

Relativement a une base B de V5, on donne les vecteurs :

-~ (5 - (4 -~ (1/2
-(5) 7= () == ()
Calculer les composantes des vecteurs suivants :

— - — — - — — g 1—»
a)3a —4b+7¢ b)—-5a—-3b—-8¢ c)a—2b +5¢

Relativement a une base B de V5, on donne les vecteurs :

SORSOPEIC

Calculer les nombres k et m tels que kd + mb = ¢,

Soit B = (& ;&) une base de Va et B' = (@; b) une autre base de

V5. On donne les composantes de @ et b relativement a la base B :

=(3) « (3

a) Donner les composantes de € et e; dans la base B.

b) Donner les composantes de e, et e5 dans la base B'.
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1.2.2 Dans ’espace

Ce qui a été vu et défini dans le cas du plan se généralise au cas de
[’espace.

Considérons, dans ’espace, trois droites non coplanaires dy, ds, ds
. e T ,

concourantes et les trois vecteurs ej, e;, ez situés selon la figure

ci-dessous. Soit encore un vecteur @ quelconque.

dy

Construisons, avec des paralleles aux droites dy, ds et ds, le paral-
lélépipede dont I'une des diagonales correspond au vecteur E’_.)On
décompose ainsi le vecteur @ en une somme de trois vecteurs b, ¢

- ... - — — . .
et d colinéaires avec les vecteurs ey, e5 et e3. Il existe donc trois
nombres réels aq, as et as tels que :

e — — — - —
b =ae] C = 96y d = ases

impliquant ainsi I’écriture suivante :

R

ad=0b+7C+d=ae +ayes + ases

En conclusion, tout vecteur de [’espace peut s’exprimer de maniére
unique comme combinaison linéaire de trois vecteurs.
Cela justifie que 'on dise parfois que ’espace est de dimension 3.

Définition: Trois vecteurs €7, €5 et e3 de I'espace, qui ne sont pas coplanaires
forment, dans cet ordre, une base de V3, notée B = (e7;é3;¢3).

Pour chaque vecteur @ du plan, les nombres réels ay, as et as, tel

— — — — —
que a@ = aje; + ages + ages s’appellent les composantes de «
relativement a la base B

Pour noter un vecteur, on privilégie la notation en colonne :
ai

— — — —
= (05} — a = aie] + ages + ases
as

—
a
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Regles de calcul:

Exemple 12:

Exercice 1.30:

Soit B = (5 ;€5 ; e3) une base de I'espace relativement a laquelle :

aq . b1
E’ = (05} et b = b2
as bs

et soit k£ un nombre réel. On a les 3 propriétés suivantes :

N ai + by k-ay
e+ b= as + by o kd = k- a9
az + b3 k-as

a; = b

O_C—{:_[; — a2:b2

CL3:b3

Relativement a une base B de V3, calculer les composantes du
vecteur T tel que 2(7 + @) = 8d — (b + '), sachant que :

1 R 0
a=|2 et b=16
3 3

On considere un parallélépipede ABCD EFGH de centre K. Les
points M et R sont les milieux respectifs des arétes [CG] et [BC],
S est le centre de la face BOCGF.

H G H G
[ [
I I
E ‘ F E ‘ F
77777 - —»C -————--#C
D b
/ /
/ /
A B A B

a) Donner, dans la base Bl = (AB AD; AE) les composantes
des vecteurs AB AC’ AD AE AF AG AH AM AS AR
et AK.

b) Méme question relativement & la base By = (C—]\j .CD; B_R>)
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Exercice 1.31: Relativement a une base B de V3, on donne les vecteurs :

6\ _ 9 0
T=|-2],0=3|ete=]-3
0 -3 2

— — — - —
a) Former le vecteur v tel que v +2a@ = b —27¢.

— — — ]-—-> 7 g
b) Calculer le vecteur w tel que 6 <c —a + w) +2b =0.

c¢) Déterminer le vecteur ¢ tel que :

Exercice 1.32: Exprimer, si _p)ossible, le vecteur ¥ comme combinaison linéaire des
vecteurs @, b et €, si:

3 N 4 —16 0
a) a=(5],b=-8],¢=[ 10 |etv =10
2 6 7 52
2 N -1 1 7
bya=|1],0={7].2=(3]ctv=]3
1 -5 -1 4

1.2.3 Tests de colinéarité et de coplanarité

Test de colinéarité I: Pour déterminer si deux vecteurs du plan ou de ’espace sont coli-

néaires, il faut vérifier si I'un est produit de 'autre par un nombre
réel.

Exemple 13: Les vecteurs ci-dessous sont-ils colinéaires ?

o
N
!
I
A~
|
Lo
~
o
-+
=

7 1 N 3
:(_49/3) b)a=|2]et b= ;l
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Exercice 1.33: Relativement a une base B de V5, on donne les vecteurs :

= ()5 ()7 (2) 8- 0) - (0)
()= (1) 5 (1) <7,

Regrouper les vecteurs qui sont colinéaires.

~. O
w
N————

Dans le cas des vecteurs du plan, on dispose d’un autre critére pour
déterminer la colinéarité de deux vecteurs. Il se base sur la notion
de déterminant.

Définition: Relativement a une base B du plan, on donne :

() =)
a9 bg
On appelle déterminant des vecteurs @ et —Z;, noté det(d’; —Z;), le
nombre défini par :

ap b

det(d; b) = a5 by

=a1ob2—a2-bl

Test de colinéarité IT:  Soit deux vecteurs @ et b du plan.

_)_)

@ et b sont colinéaires <« det(@; ) = 0.

Preuve: Apres 'exemple qui suit.

Exemple 14: Pour quelle(s) valeur(s) de m les vecteurs @ = (m) et

1
3 = (m + > sont-ils colinéaires ?
m—+1
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Preuve:

Exercice 1.34:

Exercice 1.35:

Test de colinéarité 11 :

Remarquons préalablement que si au moins I'un des vecteurs @
et b est nul, alors I’équivalence est demontree Démontrons alors
le résultat dans le cas ot les vecteurs @ et b sont tous deux non nuls.

(=)

Supposons que les vecteurs @ et b sont colinéaires.
Il existe un réel k tel que @ = k b. En particulier, cela implique que
a1 = kby et as = kby. Ainsi, on a :

det(T@; B) = arby — ashy = (kby)bs — (kbs)by = 0
(=)

Supposons que det(d ; Z)) = 0. On a alors a1by = asb;.
On distingue deux cas :

b N —

- si by # 0, alors ay = 2, ce qui implique a = e b,

b1 bl

- sib; =0et by # 0, alors a; = 0, ce qui implique @ = biﬁ
2

D’ou la colinéarité entre les vecteurs @ et b.

Déterminer m pour que les vecteurs suivants soient colinéaires :
1 -2 m 3
D) (ura) D00 = (2

Relativement a une base B de V5, on donne les vecteurs :

= () 5-(2) 7).

Déterminer un nombre réel \ et un vecteur ¥ colinéaire & @ tels
N —
que T +Ab =



CHAPITRE 1. VECTEURS, COMPOSANTES - POINTS, COORDONNEES

Exercice 1.36:

Test de coplanarité:

Exemple 15:

Relativement & une base B de V3, on donne les vecteurs :

3/4\ _ 9 4\ (o
T=|-32|.b=|6|.c=|-3].d=[0],
3 12 5/2 0
1\ . [-15 -3
e=|-—2].F=[-10]etg=| 6
4 —20 ~12

Regrouper les vecteurs qui sont colinéaires.

Pour déterminer si trois vecteurs de 1’espace sont coplanaires, on
effectue les étapes suivantes :

Ftape 1 : On détermine si deux des vecteurs sont colinéaires, auquel
cas les trois vecteurs sont coplanaires,

Etape 2 : 11 suffit de choisir n’importe lequel des trois vecteurs, et
de déterminer s’il peut s’écrire ou non comme combinai-
son linéaire des deux autres.

Les vecteurs ci-dessous sont-ils coplanaires ?

25
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Exercice 1.37: Déterminer dans chaque cas si les trois vecteurs sont coplanaires :

3 N 5 13
aya=[0],b=[1]etCT=] 2
—1 4 7
2 N —1 2
bya=|1],0={2|etc=][-4
3 1 —2
2 N 0 6
c)ada=|-1],b=[2]et?T=]|-11
5 3 4
1\ L 12 5
A a=|25]0=|-34|ec=|-2
~1/3 1 1/2

Exercice 1.38: Déterminer k pour que les vecteurs suivants soient coplanaires :

2 N 1 3
a=11 b=|k =11
1 k
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1.3 Repeéres et coordonnées

1.3.1 Dans le plan

Nous avons vu que tout vecteur du plan pouvait étre représenté par
une fleche d’origine quelconque.

Si 'on décide de fixer un point noté O, a partir duquel on représente
tous les vecteurs, on établit une correspondance entre I’ensemble V5
de tous les vecteurs du plan et 'ensemble R? de tous les points du
plan :

e a tout point . A de R?, on associe I'unique vecteur @ de V5 tel

que @ = OA

e 3 tout vecteur @ de Vs, on associe I'unique point A’ de R? tel
— [y
que a’ = OA'.

Trois points O, Ey, E5 non alignés forment dans cet ordre un repere
R du plan. On utilise la notation R = (O; Ej ; Ey) et on dit que le
point O est 'origine du repere.

Les points O, Ey, E; n’étant pas alignés, B = (OFE; ; OEs) est une
base du plan appelée base associée au repere.

Les coordonnées a; et a; d'un point A de R? relatlvement au
repere sont par définition les composantes du vecteur OA dans la
base associée au repere. Plus succinctement :

A(al;ag) < 320—14: (a1>

a2

ay est I'abscisse du point A et ay est 'ordonnée du point A.

27
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Exemple 16: Déterminer les composantes des vecteurs ci-dessous dans la base
B = (0D ;OF), ainsi que les coordonnées des points associés dans

le repere R = (O;D; E) :

OA = = A(...;...)
N F
OB = <~ B(..;...)
A E
0C = = O3
OD = — D(..;...) B D
OF = — E(..;...) ¢
OF = — F(..;...)

Il est important de ne pas confondre les notations utilisées pour I’en-
semble V5 des vecteurs du plan avec celles utilisées pour ’ensemble
R? des points du plan. Le tableau suivant rappelle les distinctions &

faire :
Va R”
vecteur @ point A
base B = (OE; ; OE) repere R = (O ; Ey ; E»)
— A (3]
a=OA=< > Alay ;az)
a2
a1 et as sont les composantes | a; et as sont les coordonnées
du vecteur @ relativement & | du point A relativement au
la base B repere R
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Exercice 1.39: On considere la figure suivante :

a) Représenter les points dont les coordonnées relativement au
repere Ry = (O; Ey ; Es) sont :

M(4;2), N(=3;3), P(—=4;—4), Q(2;3), R(1;-3),
S(0;-3), T(5;0), U(-1;—-4), V(-2:3)

b) Trouver les coordonnées de ces points relativement au repéere

Ry =(0;A;B).

Les 4 Questions: e Si A(3;2) et B(5;9), que vaut AB?

o Si A(—1;5) et AB = (_23), que valent les coordonnées de B ?
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Regle de calcul:

Preuve:

Exercice 1.40:

.SiA_B’=<2

_3) et B(1;5), que valent les coordonnées de A?

e Si A(a;7) et B(—3;9), que vaut AB?

Dans ce dernier cas, on pourra préférer utiliser la regle de calcul
suivante :

On donne relativement a un repere R d’origine O du plan les points

A(ay ;az) et B(by;by), alors on a AB = (bl B al).

by — as

Par la relation de Chasles, OA+ AB = OB , d’ou le résultat :
AB-0B-0A- (D) ()= (h—m
bg a9 bg — a9

Calculer les composantes ou les coordonnées manquantes :

——

a) A(2:3)  B(-5:4) et AB:(:::)

b) A(5;-1)  B(-2;3) et ﬁz(:::)

) A2:=7)  B(..;...) et E’:(i)
d) A(...:...)  B(T:-9) et A‘Ez(_og)
¢) A(..i...) B@:i—1) R(1;0) E’—M_B’:(:;)

Suggestion : posez x et y les 2 coordonnées et résolvez une équation
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Exercice 1.41: On donne les points A(3;4) et B(—3;3). Calculer les points C, D,
L et R pour lesquels :

_— - ——

AC =5AB | BD:—;Ei . LA=

—

LB | RA:—iJ%_B’

W ot

Suggestion : Dans les 2 derniers cas, posez x et y les coordonnées inconnues et
résolvez une équation

Exercice 1.42: On donne les points A(3;2), B(—5;6) et C(—2;—3). Trouver les
coordonnées des points L et M situés respectivement au quart du
segment [AB] depuis A, aux deux tiers du segment [BC] depuis B.

Exercice 1.43: On donne les points A(1;1), B(10;5) et C(4;12). Calculer les
coordonnées du point D tel que :

a) ABCD soit un parallélogramme.
b) ABDC soit un parallélogramme.

Rappel: Trois points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs
AB et AC sont colinéaires.

1l est important de ne pas confondre les mots “colinéaires” et “ali-
gnés”. La notion d’alignement s applique a des points, alors que celle
de colinéarité s’applique a des vecteurs.

Exemple 17: Les points A(1;—1), B(3;1) et C'(—2;3) sont-ils alignés?

Exercice 1.44: Les points A(—56;84), B(16;—24) et C'(—8;12) sont-ils alignés ?

Exercice 1.45: Pour quelle(s) valeur(s) du parametre k les points sont-ils alignés ?
a) A(1;2) B(-3;3) C(k;1)
b) A(2;k) B(7k —29;5) C(—4;2)



32 CHAPITRE 1. VECTEURS, COMPOSANTES - POINTS, COORDONNEES

Exercice 1.46: On donne A(7;—3) et B(23;—6). Déterminer le point C' de 'axe
des abscisses qui est aligné avec les points A et B.

Exercice 1.47: Soit f 'homothétie de centre C'(1;0) et de rapport —2, et soit g
I'homothétie de centre D(8;7) et de rapport 3.

a) Calculer le point M = g(f(P)), si P(1;1).
b) Déterminer le point F' tel que F' = g (f(F)).

1.3.2 Dans ’'espace

Ce qui a été vu et défini dans le cas du plan se généralise au cas de
[’espace.

Quatre points O, E, E5, F53 non coplanaires forment dans cet ordre
un repere R de l'espace.

On utilise la notation R = (O ; Ey ; Ey; E3) et on dit que le point O
est I'origine du repere.

Les quatre points n’étant pas coplanaires, B = (OFE;; OFEs; OF3)
est une base de I'espace appelée base associée au repere.

Les coordonnées a;, ay et a; d'un point A de R? relativement au
repere sont par définition les composantes du vecteur OA dans la
base associée au repéere. Plus succinctement :
ai
——
Aar;az;az) <= OA=|ay

as

a; est I'abscisse du point A, a, est 'ordonnée du point A et
az est la cote du point A.

On donne relativement a un repere R d’origine O de 'espace les
points A(ay ;as;as) et B(by;by;bs), alors on a :

— — — bl_al
AB = 0B — 0OA = bg—ag
by — a3

ffffffffffffffffffffffffffffffffffff
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Exemple 18:

Exercice 1.48:

Exercice 1.49:

Exercice 1.50:

Exercice 1.51:

Exercice 1.52:

Exercice 1.53:

Soit A(2;1;—1) et B(—1;—1;0).
Calculer les composantes du vecteur AB.

On donne les points A(5;2;-3), B(8;0;5), C(—2;—4;—-1) et
D(4;—6;3). Calculer les composantes des vecteurs suivants :

a) AB b) BD
c) CA d) ©=AD+CB
e) T =BC—-AC + DB f) @ =4AC —3(CA + BC)

On donne les sommets A(3;—2;5) et B(7;5;10) d'un parallélo-
gramme ABCD, ainsi que le point d’intersection P(5;4;6) de ses
diagonales. Calculer les coordonnées des deux autres sommets C' et
D.

Montrer que les points A(13;-22;2), B(—53;—-10;26) et
C'(—38;12;60) ne sont pas alignés.

Pour quelle(s) valeur(s) du parametre k les points sont-ils alignés ?

Alk;-3;-4) , B(3;1;0) et C0;k+2;k+1)

Les points A(0;2;4), B(1;-1;3), C(=8;2;1) et D(—6;—4;—1)
sont-ils coplanaires ?

On donne les trois points M (0;8;—2), P(—2;—1;7) et H(3;-3;5).
a) Trouver les coordonnées de I'image M’ de M par la translation
de vecteur PH.

b) Trouver les coordonnées de I'image M” de M par la symétrie
centrale de centre P.

c) Trouver les coordonnées de I'image M"” de M par ’homothétie
de centre H et de rapport —2.



34 CHAPITRE 1. VECTEURS, COMPOSANTES - POINTS, COORDONNEES

1.3.3 Point milieu et centre de gravité

Dans ce paragraphe, nous allons établir des relations permettant de
calculer aisément les coordonnées du point milieu d’un segment et
celles du centre de gravité d’un triangle.

—— 1 /— —
Théoréme: M est le point milieu du segment [AB] <= OM = 3 <OA + OB).

Preuve:

Regles de calcul: Sil'on introduit les coordonnées des points relativement a un repere
donné, on obtient :

e dans le cas du plan, si A(a;as) et B(by;by), alors

M a1+b1;a2—|—b2
2 2

e dans le cas de l'espace, si A(aq;az;asz) et B(by;by;bs), alors

M(a1+bl'a2+b2'a3+b3)

2 72 72

Exemple 19: Soit A(1;2;3) et B(4;5;6).
Déterminer les coordonnées du point M milieu du segment AB.
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1

1 I . —_ —_ -
G est le centre de gravité — 00 - 5 <OA + OB + OC’)

Théoréme: du triangle ABC

Preuve:

Regles de calcul: Sil'on introduit les coordonnées des points relativement a un repere
donné, on obtient :

e dans le cas du plan, si A(ay;az), B(b1;bs) et C(cy;ca), alors :

a (11+b1+61'a2+b2+62
3 7 3

e dans le cas de l'espace, si A(aj;ag;as), B(by;bs;bs) et
C(c1;c5c3), alors

a ay +bi+ci ax+by+cy az+bs+cs
3 ’ 3 ’ 3

Remarque: Lorsque I'on calcule les coordonnées d'un point milieu ou d’un centre
de gravité, on effectue des moyennes arithmétiques.

35
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Exemple 20: On donne A(—1;2), B(2;3) et G(4;5) le centre de gravité du

Exercice 1.54:

Exercice 1.55:

Exercice 1.56:

Exercice 1.57:

Exercice 1.58:

Exercice 1.59:

triangle ABC'. Quelles sont les coordonnées du sommet C'?

Soit les points A(—4;2), B(1;3) et C(2;5). Calculer les coordonnées
des milieux des cotés du triangle ABC' et celles du centre de gravité
de ce triangle.

Calculer les coordonnées de 'extrémité A du segment [AB] connais-
sant B(—2;2), ainsi que son point milieu M(1;4).

Trouver les coordonnées du troisieme sommet C' d’un triangle ABC
dont on donne deux sommets A(6;—1), B(—2;6) et le centre de
gravité G(3;4).

On connait les sommets A(2;—3) et B(—5;1) du triangle ABC.
On sait de plus que le centre de gravité du triangle ABC' se trouve
sur 'axe Ox et que le sommet C' se trouve sur 'axe des ordonnées.
Calculer les coordonnées du sommet C'.

On considere les points A(2;—1) et B(0;3).

a) Déterminer le point C tel que le centre de gravité du triangle
ABC soit l'origine O du repere.

b) Trouver ensuite le point D tel que le quadrilatere ABC' D soit
un parallélogramme.

Les points M(2;—1), N(—1;4) et P(—2;2) sont les milieux des
cOtés d'un triangle dont on demande de calculer les sommets.



Norme et produit scalaire

2.1 Norme d’un vecteur

Définition:

Propriétés:

Définition:

Définition:

La norme du vecteur @, notée |||, est la longueur de I'un des

—

représentants du vecteur «a.

Soient les vecteurs @ et b et le nombre réel k,on a :

e[@l=0 —= T=70
o k@l =[k]a]
. HE’ + E)H <|a| + H?H (inégalité triangulaire)

Un vecteur dont la norme est égale a 1 est dit unitaire.

Considérons un repere et sa base associée. On dit que ce repere est
cartésien ou orthonormé direct si les vecteurs de base sont tous
unitaires et si ces vecteurs sont deux a deux perpendiculaires et
orientés comme sur I'une ou 'autre des figures ci-dessous.

cas du plan cas de l'espace
Oy
Oz
E2A E3
& A
> Oz €3
ol & Ex Ie) Es
—> Oy
er Poes
Ey
Oz

37
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Convention: Sauf mention du contraire, les bases et les reperes du plan ou de
I’espace seront dorénavant supposés cartésiens.

a1

a > du plan est donnée par :
2

Théoréme: La norme d’un vecteur @ = <

Iall = vaf +as.

Preuve: Par le théoreme de Pythagore, on conclut.

OJ
ay
Théoréme: La norme d'un vecteur @ = | ay | de I'espace est donnée par :
as
HEH = 1/ CL12 + a22 + (l32.
Preuve: En appliquant Pythagore sur la figure :
Oz
A
>
el
9 |
oS ; Oy
el : /
5
R
Ozx
OJ

Exemple 1: Soit @ = <_32) et b = (8)

Calculer la norme des vecteurs @ et v = —2a + b.
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Exercice 2.1:

Exercice 2.2:

Exemple 2:

Exercice 2.3:

Exercice 2.4:

a)

b)

a)

b)

Calculer les normes des vecteurs du plan ou de 'espace :

S (0N > (3 o (12 = L
(5 Q) Ga) - () -

Montrer que les vecteurs suivants sont unitaires :

2/3

“(ae) e

|

On donne les vecteurs :

- 3\ »  [12 -~ (-6 ‘
a—<4),b—(_5) etc-<0>.Calculer.

1@l + 71«1z, [g+7+2] . [-22] +I27]
[@l-2 . = . |
I &

On donne d = ( 1 f 1). Calculer k£ sachant que la norme de
ZZ) vaut 10.

N 2 N -2
On donne uw = 3 et v = ( 4 ) Calculer le nombre m tel

que |7 + m7| = /82.

Calculer la distance qui sépare les points A(1;6;3) et B(7;—2;3).

Le calcul de la norme nous permet de connaitre une longueur sans
avoir a faire une figure a ’échelle et devoir mesurer sur celle-ci.

Calculer le périmetre du triangle ABC' si A(2;1;3), B(4;3;4) et
C(2;6;-9).

Etablir que le triangle ABC' est isocele, puis calculer son aire si
A(6;4), B(12;-2) et C(17;9).
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Exercice 2.5:

Exercice 2.6:

Exercice 2.7:

Exercice 2.8:

Théoréme:

Preuve:

Exemple 3:

Soit A(7;1), B(5;5), C(5;—3) et I(2;1). Prouver que les points A,
B et C sont situés sur le méme cercle centré en /.

On considere le triangle ABC dont on donne les coordonnées des
sommets A(3;1), B(2;3) et C(6;5). Montrer que ce triangle est
rectangle et préciser en quel sommet se trouve 'angle droit.

Démontrer que le quadrilatere ABC'D est un losange, si A(4;0; —3),
B(10;2;0), C(8;—1;6) et D(2;-3;3).

Montrer que les points A, B, C' et D sont les sommets d’un tétraedre
régulier, si A(0;11;7), B(20;10;0), C(15;23;16) et D(15;2;19).

. — 1 ) o
Si @ # 0, alors le vecteur HE’, noté a,, est un vecteur unitaire,
a

. o I N
de méme direction et de méme sens que a.

g A . . — . JORR >
e a, est un vecteur de méme direction que @ car colinéaire a a.

e d, de méme sens que d@ car 1/||d| est positif.

e Il reste & démontrer que le vecteur @, est unitaire :

— 1 — —
@] =| =77 = =lall =1
gl 1]
N O
Déterminer le vecteur b unitaire, qui est colinéaire et de sens opposé
2
ad= 1
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Exemple 4: Soit les points A(1;6;3) et B(7;—2;3).

Exercice 2.9:

Exercice 2.10:

Exercice 2.11:

Exercice 2.12:

Exercice 2.13:

Déterminer les points de la droite AB qui sont situés a une distance
égale 2 du point A.

Déterminer les vecteurs qui sont colinéaires & @ = et qui

sont d’une longueur égale respectivement a 1, 15 et 7.

On donne les points A(4;—1) et B(—5;11). Déterminer les points
de la droite AB qui sont situés a une distance 3 de A.

Déterminer le point d’abscisse 1 qui est équidistant de A (% ;3) et
de B (% : 1).

Déterminer k pour que le point P(2;—1) soit situé sur la médiatrice
du segment [AB], si A(5;3) et B(—2;k).

Déterminer le point de 'axe Oy qui est situé a la méme distance
des points A(3;4;—7) et B(—1;2;1).

41
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2.2 Produit scalaire et perpendicularité

Définition: Deux vecteurs non nuls sont dits perpendiculaires (ou orthogo-
naux) si 'on peut les représenter par deux représentants perpendi-
culaires partant d’'un méme point.

Théoréme: Les vecteurs @ = (Zl) et b = (Zl) du plan sont perpendiculaires
2 2

si et seulement si le nombre aq - by + ag - by est nul.

Preuve: En exercice.

Ce résultat motive ainsi la définition suivante :

Définition: Soit @ = (Zl) et b = (21) deux vecteurs du plan.
2 2

Le nombre noté et défini par :
8'3:(11'[)14‘&2'[92
s’appelle le produit scalaire des vecteurs @ et b

Le théoréme et cette derniére définition se généralisent au cas de
I’espace et débouchent sur la définition et le critére qui suivent :

ai by
Définition: Soit @ = | ay | et 3 = | by | deux vecteurs de Vs.
as bs

Le nombre noté et défini par :
—
E’- b zal-b1+a2-b2+a3-b3

s’appelle le produit scalaire des vecteurs @ et b
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Critére de perpendicularité: Deux vecteurs non nuls de V5 ou de V3 sont perpendiculaires (ou
orthogonaux) si et seulement si leur produit scalaire est égal a zéro.

1
Exemple 5: a) Montrer que les vecteurs ( 3) et ( 4 > ne sont pas perpendi-

culaires.

b) Déterminer la ou les valeur(s) du réel k pour que les vecteurs
k k—1
k| et 4 soient orthogonaux.
1 2
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Exercice 2.14: Indiquer dans chacun des cas si les vecteurs @ et b sont perpendi-
culaires :

ey a=|-1]0=13 £) a=[5]0=]2
1 2 9 4
6 2 —2 1
g) da=(1),6=1]0 h) =2 )|, b=|[7
4 -3 3 —4
Exercice 2.15: Compléter la preuve du théoreme précédent :
ELZ} < a1~bl+a2-b2=0
Par le théoreme de Pythagore, on a :
717 — |glP+]3] - H
— 2, 2, 2, 2
= (o =)+ (a2 — by)
= af+ai+bl+0bf
=al—........... +b+as— .. + by
— 0=-2........ — 2.
= qa;-by+ay-by=0

Exercice 2.16: On donne les points A(—4;—3), B(2;0) et C'(0;4). Montrer que les
droites AB et BC' sont perpendiculaires. Déterminer le point D tel
que le quadrilatere ABC'D soit un rectangle.

Exercice 2.17: Montrer que le quadrilatere ABC'D est un trapeéze rectangle en A,
puis calculer son aire, si A(7;5), B(8;7), C(12;5) et D(13;2).
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Exercice 2.18:

Exercice 2.19:

Exercice 2.20:

Exercice 2.21:

Résoudre les problemes suivants :

a) Calculer m, sachant que les vecteurs (7_712) et (g) sont

perpendiculaires.
1 . 2 6
b) Soit @ = 2 |, b=|1]etT=]|-5
-3 4 0

Déterminer le nombre k pour lequel les vecteurs @ + kb et ¢
soient perpendiculaires.

¢) On donne U = ;) et U = (If) Déterminer un vecteur

W et un nombre k, de telle sorte que @ et W soient perpendi-
culaires et que ¥ = kU + .

7
d) Déterminer a et b pour que le vecteur | a [ soit perpendiculaire
b
4 -5
a3 ]eta | 20
8 9

On donne les points A(—2;4), B(1;—2) et C(\;\). Déterminer A
pour que le triangle ABC' soit rectangle :

a) en A,
b) en B,
c) en C.
Représenter les solutions trouvées dans un repére cartésien.
On donne les points A(—2;3;—2) et B(—6;—1;1). Calculer le point

P qui est situé sur 'axe Oz, et tel que le triangle AP B soit rectangle
en P.

On donne les vecteurs :

() 5-(3) 70

Evaluer et comparer les expressions suivantes lorsqu’elles sont
définies.

a) To(70 + ) b) TeTb+a+C ) @+ (be7)

) @+0)-@-1) o lalP-IzI" 8§ @)%
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Propriétés:

Preuve:

Exercice 2.22:

N
Soit @, b des vecteurs et k& un nombre réel.

e Teb=10+a (commutativité)

o (k@)eb =k(Tob)=a«(kb)

. 5’-(—?; +7) = Teb+ae7 (distributivité I)
¢« (T+D)eC=TCT+beC (distributivité II)
o« 7o =7l

En exercice.

Dans cet exercice, on démontrera 4 des 5 propriétés énoncées ci-
dessus en dimension 2. La preuve est analogue en dimgnsion 3, en
ajoutant une troisiéme composante aux vecteurs a et b.

Compléter la démonstration de ces différentes propriétés :

Posons @ = (al), b = (bl) et ¢ = (Cl>.
a9 b2 Co

« Tob = ... Fo = b —bea
o (k@) oD =(k...) ootk ...). =i T
—k(...... TR ) =k(T+D)
et To(kb)=.. (... ). ()= TR
— k(. TR )= k(T D)
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Exercice 2.23: On propose dans cet exercice de démontrer par un calcul de produit
scalaire que les diagonales d’un losange se coupent a angle droit.

Considérons un losange ABC'D dans lequel on pose :
T =ABet ¥ = AD.
a) Expliciter les vecteurs diagonaux AC et BD en fonction de
U et V.

b) Prouver alors que les diagonales AC' et BD du losange sont
perpendiculaires.

Le théoréeme qui suit nous permettra, lorsque [’on travaille dans le
plan, de déterminer les deux vecteurs perpendiculaires a un vecteur
connu.

Théoréme: Sid = <21> # 0, alors :
2

e tous les vecteurs de la forme £k - <—a2)’ avec k # 0, sont perpen-

ai
diculaires & @.
. . —as - as
e En particulier, les vecteurs @ | = < " ) et /| = ( o, ) sont
1 —ay

perpendiculaires & @ et admettent la méme norme que @.

. aq ) —a9 . aq . —k - a9 . .
Preuve: o Ona <a2> k < a ) = (ag) ( k- ay ) = a1(—kay)+aska;

= —arkas + aska; = 0,

ce qui implique que les vecteurs sont perpendiculaires. Ce résultat
est vrai en particulier pour £ = 1. De plus, on a :

—a a
()| = vimwr s = varsai = | ()] <11

O

. 7] =

4

. -3 , . .
Exemple 6: Soit @ = ( > de norme 5. Déterminer un vecteur b perpendicu-
laire & @ de norme 2.
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Exemple 7: Soit A(1;2) et B(—2;6). Déterminer le sommet C' d’un triangle
ABC rectangle en B et d’aire égale a 25.



CHAPITRE 2. NORME ET PRODUIT SCALAIRE 49

Exercice 2.24: a) Former les vecteurs U qui sont perpendiculaires au vecteur

N 1 . .
u = <_ 5> et de méme longueur que ce dernier.

b) On donne le vecteur ¢ = (_5

et d’une longueur moitié de celle de

. Quels sont les vecteurs v qui
Q q
sont perpendiculaires a 1
t.

c) Déterminer un vecteur v perpendiculaire au vecteur

W= <152) et de longueur égale a 10.

Exercice 2.25: On donne les sommets A(1;3) et C(7;9) d'un losange ABCD.

a) Déterminer les coordonnées du point M, intersection des dia-
gonales du losange.

b) Déterminer les coordonnées des sommets B et D pour que la
diagonale [ BD] ait une longueur double de celle de la diagonale

[AC].

Exercice 2.26: On donne les points A(2;1) et B(3;—5).
a) Représenter sur une figure a 1’échelle les sommets des carrés
vérifiant que :
e [AB] est un des cotés du premier carré.
e [AB] est une diagonale du deuxie¢me carré

b) Déterminer ensuite par calcul uniquement les coordonnées des
divers points de cette figure.

Exercice 2.27: On donne les points A(1;5) et B(4;9). Déterminer les coordonnées
des 2 autres sommets des rectangles de coté AB admettant une aire
égale a 50.

Exercice 2.28: On donne B(4;8) et C'(9;—4). Déterminer le point A, d’abscisse
positive, pour lequel ABC est un triangle isocéle en A d’aire égale
a 1609.

Remarque: Dans 'espace, une formule analogue ne peut malheureusement exis-
ter, puisqu’il existe une infinité de vecteurs perpendiculaires & un
vecteur fixé.
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2.3 Applications du produit scalaire

2.3.1 Projections orthogonales (plan - espace)

Définition: Soit b un vecteur non nul et @ un vecteur quelconque. On appelle
projection orthogonale de @ sur b, noté projy(@), I'unique
vecteur qui est colinéaire avec le vecteur b et t_gl que le vecteur
—d + projy (@) soit perpendiculaire au vecteur b.

1
I’échelle, puis construire et déterminer _graphiquement les compo-
santes des vecteurs projz (@) et projz(b).

Exercice 2.29: Représenter les vecteurs @ = (3) et b = (_8 4> sur une figure a

Théoréme: La projection orthogonale de @ sur b dans le plan ou dans l'espace

vérifie :
o Teb— o Teb
proij):“fb et |lprojz (@)= 0oL

Preuve: En exercice ci-dessous.

Exemple 8: Déterminer la proj. orthogonale de @ = <;4> sur b = (;?))
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Exercice 2.30:

Exercice 2.31:

Exercice 2.32:

Compléter la preuve du théoreme précédent :

e D’une part, projy (@) étant ..................... a ?, on a
projp(d) =k (1)
e D’autre part, —d@ + projy (@) étant ..................... a 7;,
on a : R
(=@ +projp(d))eb =... <
.+ projp(d)e... =0 (2)

En substituant (1) dans (2), on obtient :

. = —

—Teb kb =0e=—Tb+E|...[ =0

En substituant (3) dans (1), on obtient bien la premiere formule :

7T
projp(a) = a_} 5 b.
17|
La deuxiéme formule :
@)y |G |
pI‘OJ 71)“:f
Gkl O O o el

Calculer les vecteurs projy(d@) et proja»(?), si

-~ (6 » (3 -~ (1N » [ 3
0 7=(5)7-(%) wa-(p)7-(%)
1 N 2 1 N 2
C)E’=8,b=2 d)Zfz 2 |, b= 0
0 3 2 -3
2 R 4
On donne les vecteurs @ = | —1 et b = | —1
3 2

m rlev ur @ en une somme de deux vecteurs, le premier
Décomposer le vecte
parallele a b le second perpendiculaire a b



52 CHAPITRE 2. NORME ET PRODUIT SCALAIRE

Exercice 2.33: On donne les points A(1;2;3), B(4;8;-3) et C(6;3;2), et on
considere le triangle ABC.

a) Calculer la longueur de la hauteur issue de C.
b) Evaluer l’aire du triangle ABC.

2.3.2 Angle de deux vecteurs (plan - espace)

Définition: L’angle de deux vecteurs est égal a I'angle formé par deux fleches
partant du méme point et représentant ces vecteurs.

Proposition: Soit @ et b des vecteurs non nuls du plan ou de ’espace.

L’angle formé par @ et b est aign <= @ » b >0

L’angle formé par @ et b est obtus «—— T+ b <0
L’angle formé par @ et b est droit <= T b =0

—
Preuve: Les vecteurs projy (@) et b étant colinéaires, on a :

1
S

a e

projp(d) = kb, avec k =

—|2 —
Comme H b H > 0, les nombres k et @ « b ont méme signe. On en

déduit alors :

et?estaigu(:)k>0(:)ﬁ’o—b>>0

e l'angle formé par @
e l'angle formé par @ et b est obtus «= k <0 < @b <0
a} —_

e l'angle formé par @ et b est droit <= @ b =0

OJ

_1> est obtus.

Exemple 9: Montrer que I'angle formé par les vecteurs (é) et (_1



CHAPITRE 2. NORME ET PRODUIT SCALAIRE 93

Exercice 2.34: Indiquer si 'angle formé par les vecteurs a et b est aigu, obtus ou
droit :

Exercice 2.35: Soit A(1;2), B(5;5) et C'(0;20) les sommets d'un triangle.

a) Calculer les coordonnées du pied P de la hauteur issue de C.

b) Calculer les coordonnées du symétrique de C' par rapport a la
droite AB.

¢) Un des angles du triangle ABC' est obtus. Lequel ?

Théoréme: Si a est 'angle formé par les vecteurs @ et b du plan ou de 'espace,

on a .
-
1zl -1%]

Preuve: Par la proposition précédente, on a :

e si « est aigu :

| @b |
i@ 7] @] 1
cos(a) = — = — = ST =
1| 1| Iz Il
_|@eb| _ @b
1zl -1zl 1@l -7
e si o est droit :
0 Tl
os(a) =0 = —~ = —
1@zl 117
e si o est obtus :
cos(a) = cos(180° — 3) = —cos(f) = _prmg}(a)
@b |
R N A A e 2
Il 121z 1@

Ainsi dans les 3 cas : cos(a) = % = a = cos! (_?.b_,>
I21- %] 21121

OJ
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Exemple 10:

Remarque:

Exercice 2.36:

Exercice 2.37:

Exercice 2.38:

Exercice 2.39:

Calculer I'angle en B du triangle ABC', ou
A(—-2;6) B(=3;4) et C(—4;3).

Le produit scalaire est un outil mathématique que 'on utilise fré-
quemment en physique. Il permet, en mécanique par exemple, de
décrire le travail d’une force, I’énergie potentielle ou la puissance
d’une force.

Notons alors que les physiciens le définissent par :

@b =@l |7 cos(o)

Le produit scalaire T b est le pro-
duit de la norme de 'un des vecteurs
(|l@| par exemple.) par la composante
de autre vecteur dans la direction du

premier <H3H -cos(@)).

Calculer les angles du triangle A(2;—3), B(3;2) et C(—2;4).

Calculer les angles que la droite OA forme avec chacun des axes de
coordonnées dans le cas ou A(1;1;2).

On considere un cube ABCD EFGH. Notons M, N et P les mi-
lieux respectifs de [AE], [EH]| et [AB]. Calculer I'angle entre les
vecteurs :

a)ﬁetB_G) b)A—G)etB—H) c)MNet]\ﬁ

On considere le quadrilatere ABC'D ou A(1;6), B(4;5), C(5;4) et
D(—3;4).
a) Calculer les angles ZBAD et ZBCD.

b) Apres avoir additionné la valeur de ces 2 angles, en déduire
une particularité de ce quadrilatere.
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2.3.3 Calculs d’aires (plan)

Théoréme:

Preuve:

Remarques:

Exemple 11:

Exercice 2.40:

Soit @ = (Zl) et b = <Zl) deux vecteurs de V5. Si A désigne
2 2

l'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs @ et b,

alors N
A=| det(ﬁ’, b) |=| aq ‘bg—ag 'b1 | .

En exercice ci-dessous.

e Le nombre | aj - by — ag - by | est égal a la valeur absolue du
—
déterminant des vecteurs @ et b. Il n’est donc pas surprenant
qu’elle soit égale a zéro si les deux vecteurs sont colinéaires.

e Pour calculer I'aire d’un triangle dans le plan, on utilisera
le fait que l'aire d'un triangle ABC' vaut la moitié¢ de l'aire du
parallélogramme construit sur les vecteurs AB et AC.

Soit A(—1;1), B(1;—-3) et C(7;5). Calculer I'aire du triangle ABC'.

Compléter la preuve de la formule de l'aire ci-dessus :

A =[] -[projz, (... )|

95
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Exercice 2.41:

Exercice 2.42:

Exercice 2.43:

Exercice 2.44:

Exercice 2.45:

On considere le parallélogramme ABCD défini par trois de ses
sommets :

A(2;1) B(5;3) C(7;9)
a) Calculer les coordonnées de sommet D.

b) Calculer I'aire du parallélogramme ABC D

Calculer I'aire du triangle ABC, si A(3;—1), B(—1;2) et C(7;5).

Calculer laire du quadrilatere ABCD, si A(3;0), B(1;4),
C(=5;—1) et D(0;—6).

L’aire du triangle ABC vaut 3 et le centre de gravité de ce triangle
est situé sur 'axe Ox. Déterminer les coordonnées du sommet C
connaissant A(3;1) et B(1;-3).

On considere le triangle ABC dont on donne les coordonnées des
sommets :

A(2;-1) B(—1;3) et C(5;5)
a) Déterminer 'aire du triangle ABC.

b) Calculer la longueur de chacune des 3 hauteurs du triangle.



Produit vectoriel

3.1 Définition et propriétés

Exercice 3.1:

Définition:

Propriété géométrique:

Preuve:

Déterminer les composantes d’un vecteur ¢ qui soit perpendiculaire
—
simultanément aux vecteurs @ et b :

C1 2 N 1
T =1c ., ada=13 et b =|—-2
C3 5 7

N
On consideére les vecteurs @ et b relativement a une base orthonor-
mée :

aq R b1
E’ = a9 et b = bQ
as bs

On appelle produit vectoriel des vecteurs @ et 3, noté @ x Z), le
vecteur défini par :

- agbg — agbg
5’ x b = —albg + &3[)1
aiby — azby

Soit @ et b des vecteurs de Vs.

Le vecteur @ x b est orthogonal & @ et b

Montrons que (@ x 3)-6’20% (@xb)eb =0

azbs — azby ax
— - —
(CL X b)‘CL: —a1b3+a3b1 ° as
a1b2 - CLle as

= agbgal — agbgal — Cllbgag + a3b1a2 + &1[)2613 - agblag = 0.

PN . . . e g -
De manieére similaire, on a que (@ x b)e+ b = 0.

57
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2 0 -1
Exercice 3.2: On donne les vecteurs: @ = [0 ], b= 4], = 2
3 2

a) Calculer :
Txb,d

xT,bxT,(@+0b)x7<,(27) x(-30)

Propriétés algébriques: o @ x b = —(3 X @)
o (k@) x b =k(Txb)=ax(kb)
cTx(b+ @) =aTxb+ax?
e (T+b0)xT=axT+0bx7T
e Txa=0

Preuve: Cf. exercice ci-dessous.

Exercice 3.3: Effectuer les preuves des propriétés ci-dessus.

Exercice 3.4: En utilisant les propriétés ci-dessus, simplifier 'expression :

—

Tx(b+D)+box(C+a)+Tx(T+0b)

Exercice 3.5: Déterminer un vecteur 7 normal au plan ABC, si A(0;2;1),
B(0;1;0) et C(1;0;2).
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— —

Sens de @ x b: Le produit vectoriel des vecteurs @ et b est un vecteur perpendi-
culaire au plan formé par @ et b et dont le sens est donné par la
“regle de la main droite” :

Si on tient la main droite de telle
sorte que les doigts, en se refermant, =
. . . . — - a
indiquent la direction de a@ vers b ¢l
par le plus petit des angles, alors l@ 7
pouce indique la direction de @ x b.

Comme autre moyen mnémotech-
nique, on parle aussi volontiers de la

AR “regle du tire-bouchon” représenté ci-
axb contre.

Exercice 3.6: Représenter le 3° vecteur tel que ¢ = @ x b

= ’
X
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Exercice 3.7: Méme consigne que 'exercice précédent

o}

Y 4
y

A

N

3.2 Applications du produit vectoriel

L’égalité suivante fournit un lien entre le produit vectoriel et le
produit scalaire :

Identité de Lagrange: HE’ X Z)HQ = |z|?- H?Hz — (d 3)2

Preuve: En exercice ci-dessous.

-1 1
Exercice 3.8: On considere les vecteurs @ = 2 Jet 3 =1|-3
—4 5

Vérifier avec ces vecteurs l'identité de Lagrange.

Exercice 3.9: Démontrer 'identité de Lagrange.
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3.2.1 Produit vectoriel et calcul d’angles (espace)

Proposition: Soit @ et b des vecteurs de I’espace, on a :
@ %] =1l -1 sino)

ol 0 € [0°180°] est 'angle géométrique entre les vecteurs d@ et b

Preuve: Par l'identité de Lagrange, on a :

Iz < 3" =121 I3 - @ By
121131 =12 17T - cos20)

En prenant la racine carrée de cette expression, on obtient le résultat
qu’il fallait démontrer.

O
Exercice 3.10: Calculer I'angle! aigu que forme la droite OC' avec le plan ABC, si
A(1;0;0), B(0;1;0) et C(2;2;—4).

Exercice 3.11: On donne un tétraedre de sommets A(1;-5;2), B(3;-6;0),
C(—3;6;15) et D(6;5;—3). Calculer 'angle? aigu que forment
les faces ABC et ABD.

Remarque: Le produit vectoriel est un outil que 'on utilise également en phy-
sique. Il permet, par exemple, de décrire le moment d’une force, ou
la force sur une particule chargée en mouvement dans un champ
magnétique. Notons alors que les physiciens le définissent par :

o
Le produit vectoriel de deux vecteurs @ et b est un vecteur ¢. On
S .= — -
écrit ce produit ¢ = a A b.
—
c

e |a grandeur de ¢ est défini par l'expression

c=a-b-sin(f)

ol  est l'angle (le plus petit des deux) compris entre @ et b,
e La direction de ¢ est perpendiculaire au plan formé par @ et b
Son sens est défini par la régle de la main droite.

Mécanique - Halliday & Resnick

1. L’angle entre une droite et un plan se calcule a ’aide d’un vecteur directeur de la droite et un vecteur normal
au plan.
2. L’angle entre deux plans se calcule a ’aide des vecteurs normaux a chacun des plans.
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3.2.2 Calculs d’aires (espace)

Proposition: Soit @ et b des vecteurs de I’espace.

—
L’aire A du parallélogramme construit sur les vecteurs @ et b est
donnée par :

A=l 3]

Preuve: Par ce qui précede, on a :
— e - .
[@ % ® =1@0-[%] - sin@) =1l -
qui est égal a l'aire du parallélogramme construit sur @ et b

O

Exemple 1: Calculer I'aire du triangle ABC', connaissant les points A(—1;2; —5),
B(5;4;0) et C(11;8;3).

Exercice 3.12: Vérifier que ABCD est un parallélogramme et calculer son aire, si
A(2;1;-2), B(2;3;0), C(6;6;5) et D(6;4;3).

Exercice 3.13: Considérons le triangle ABC, avec A(—1;2;-5), B(5;4;0) et
C(11;8:3).

a) Calculer son aire.

b) Déterminer la longueur de la hauteur issue de A.

Exercice 3.14: Soit @ ct b deux vecteurs de I’espace. Prouver algébriqu_ciment que
le rapport de I'aire du parallélogramme construit sur d—betd+b
a celle du parallélogramme construit sur @ et b est égal a 2.
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Exercice 3.15: Les cubes (et demi-cubes) représentés ont des arétes de longueur 1.
Recopier les figures dans votre cahier puis représenter les vecteurs :

— —

a) a x(dxb) b) (b x @) x b

—
a

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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3.2.3 Test de coplanarité

-
Test de coplanarité I: Trois vecteurs @, b et ¢ de 'espace sont coplanaires si et seulement
si(dxb)eC=0

Définition: Relativement a une base B de I’espace, on donne :

a1 R by C1
3 = (05} s b = bQ et E) = Co
a3 b3 C3

On appelle déterminant des vecteurs d, b et T, noté
det(d@; b ;¢), le nombre défini par :

aq bl C1
det _"?'_’ . b . by ¢ by b1 ¢
e<aa 70)—G2 202—a1b —a2b a?’b
3 C3 3 C3 2 C2
as by c3

= a (bgCg — bgCg) — CZQ(blcg — bgCl) + ag(blcg — bzcl)

= a1b203 — a1b302 — a2b103 + (lngCl + a3b102 — agbgcl

Proposition: det(@;b;C) = (a x b)s¢

Preuve: En exercice ci-dessous

Exercice 3.16: Démontrer la proposition précédente :

det(@;b:C) = (@ xb)eC

Remarque: Pour désigner ce déterminant, on parle parfois de produit mixte,
puisqu’il relie en une seule expression le produit scalaire et le produit
vectoriel.
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Test de coplanarité II:

Exemple 2:

Exercice 3.17:

Exercice 3.18:

N

Trois vecteurs @, b et ¢ de I'espace sont coplanaires si et seulement
. — 7 —

sidet(a;b;¢)=0

3 5 13
Montrer que les vecteurs | O |, | 1 | et | 2 | sont coplanaires.
-1 4 7

a) Les vecteurs suivants sont-ils coplanaires ?

P 1 1
3, -1, 9
1 3 11

2 1 3
1, k], |1
2 1 k

a) Les points A(0;3;—2), B(2;3;0), C(6;6;5) et D(6;4;3) sont-
ils coplanaires ?

b) Déterminer sur l'axe Oz un point coplanaire & A(1;1;1) |
B(0;—-2;3) et C'(4;1; —1).
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3.2.4 Calculs de volumes (espace)

—
Proposition: Soit @, b et ¢ des vecteurs de ’espace.
v

e Le volume V,ara1 du parallélépipede construit sur les vecteurs
- 7T — ’
a, b et ¢ est donné par :

Viaral = ‘det(a’; E’; E’)’

—
e Le volume Vira du tétraedre construit sur les vecteurs @, b
— ,
et ¢ est donné par :

1 —
Viétra = 6 ’det(ﬁ); b ;E’)‘

Preuve: En exercice ci-dessous

N

Exercice 3.19: A l'aide de la figure d’étude ci-dessous, démontrer la formule :

Vparal = |det(d ; _b>; 7)

~
Ou ¢ correspond a la projection : proj-, 7().

Exercice 3.20: A l'aide de l'exercice précédent, démontrer la formule :

1 —
Vtétra = 6 det(a: b ) ?)
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Exemple 3:

Exercice 3.21:

Calculer le volume du tétraedre ABC D, connaissant les points
A(—=1;2;-5), B(5;4;0), C(11;8;3) et D(10;0;0).

a) Calculer le volume du parallélépipede ABCD EFGH,
si A(=1;-1;7), B(-2;1;6), C(0;1;6), D(1;-1;7),
E(2;-2;3), F(1;0;2), G(3;0;2), H(4;-2;3).

b) Calculer le volume du tétraedre PQRS, si P(2;—1;1),
Q(5;5:4), R(3;2;-1), S(4;1;3).

c) Soit A(2;1;-1), B(3;0;1), C(2;—1;3). Déterminer un point
D situé sur 'axe Oy tel que le tétraedre ABC' D ait un volume
de 5.

d) Calculer la hauteur issue de D dans le tétraedre ABCD, si
A(2;3;1), B(4;1;-2), C(6;3;7), D(=5;—4;=8).
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Quelques éléments de solutions

A.1 Vecteurs, composantes - points, coordonnées

Exercice 1.1:
a) Méme direction, méme sens, méme longueur — représentent le méme vecteur.
b) Méme direction, sens opposé, méme longueur — ne représentent pas le méme vecteur.
c) Direction différente, sens non défini, méme longueur — ne représentent pas le méme vecteur.

d) Méme direction, méme sens, longueur différente — ne représentent pas le méme vecteur.
Exercice 1.2:
a) Il y en a 15 différents :
AB, BA, AC, CA, AE, EA, AD, DA, AF, FA, CF, FC, CE, EC, AA
b) Il y en a 17 différents :
AB, BA, AC, CA, AD, DA, BD, DB, AE, EA, BE, EB, CE, EC, DE, ED, DD

c) llyenal9. ! /
& www.javmath.ch

Exercice 1.3:

a)

b) Par exemple :

? —
a
a <
— 3¢ 7
@ 7 -
9 www.javmath.ch
Exercice 1.4:
Un corrigé pourra étre vu ensemble (& votre demande) & www.javmath.ch &
Exercice 1.5:
a) AC b) AC + DC c) DA d) 0


http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page1.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page1.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page1.html

II ANNEXE A. QUELQUES ELEMENTS DE SOLUTIONS

Exercice 1.6:

a) @=AC b) b = AH c) ¢=HA
d) d =FEA e) ¢ =AC f) f = AE
& www.javmath.ch
Exercice 1.7:
Un corrigé pourra étre vu ensemble (& votre demande) & www. javmath.ch @
Exercice 1.8:
Un corrigé pourra étre vu ensemble (& votre demande) 9 www.javmath.ch
Exercice 1.9:
Un corrigé pourra étre vu ensemble (& votre demande) {9 www.javmath.ch
Exercice 1.10:
a) ¢ =6ad—2b et d=-T-1b
b) 7 =2d +60b
a=-¢—--d t b=—-¢C—-d
c) a 2 c 1 e < c I 77 r
(¥ www.javmath.ch
Exercice 1.11:
EP 1"+13 it EM "Jrl_b> EN 1"+3 NM =1z 13
=—a+=-b—-7¢ =a+ - =—-a =—-a— =
2 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 2
9 www.javmath.ch
Exercice 1.12:
PB=-d—--b ; PM=-d—=b DM=4a—-=>b
3" 737 37767 “75 , ,
& www.javmath.ch
Exercice 1.13:
Un corrigé pourra étre vu ensemble (& votre demande) & www.javmath.ch (%

Exercice 1.14:

—
U=ad+3b.

Exercice 1.15:

Par une chaine d’égalités :

11—

AE + AF = <@+;B_CJ>>+<E+;D_C’) :E+;E’+B_C)+BO=

DO W

(45 + 30)

]

_ 321_5
@ www.javmath.ch


http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page1.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page2.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page2.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page2.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page2.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page3.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page3.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page3.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page3.html
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Exercice 1.16:
Meéme raisonnement pour S—é = §A—>C’

b) Comme PQ SR le quadrilatere PQRS est un parallélogramme.
9 www.javmath.ch

Exercice 1.17:

Montrons, par exemple, que M N = 675

e MN = MB + BN = BA + 2BC —
, , ; cr2be ., U o MN=0QP
e QP =QD+DP =2AD +CD = 2BC + BA

9 www.javmath.ch

Exercice 1.18:
Montrons que si Al = IC et DI = IB alors AB = DC.

—_—  — = = —  ——

Par une chaine d’égalités : AB = Al +IB =1C+ DI = DI + IC=DC )
{9 www.javmath.ch

Exercice 1.19:
Manipulons I’équation de départ comme une équation afin d’obtenir AB = DC.
OA+0C=0B+0D |+A40+ DO
DO +0C = A0 + OB | Chasles

BT T o

DC = AB
9 www.javmath.ch

Exercice 1.20:
llyenall: HG,GH, HF, FH, HE, EH, AM, MA, BM, M B, ﬂz 0.

Quelques justifications :

HG =1 HG GH =-1-HG HF =2 HG EH = -3 HG
AM =3/2-HG MB =-1/2-HG AA =0 -HG

9 www.javmath.ch

Exercice 1.21:

Les représentations graphiques seront vues ensemble.
a) Oui, GH = —DG + AE b) Oui, DB =2AB — EG

c) Non d) Oui, DF — —2GH — EC
{9 www.javmath.ch


http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page4.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page4.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page4.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page4.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page4.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page5.html
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Exercice 1.22:

Les représentations graphiques seront vues ensemble.

a) Oui, AJ=2BC + EK b) Oui, LG = KB~ 31D

{9 www.javmath.ch

Exercice 1.23:

Les représentations graphiques seront vues ensemble.

a) Non b) Oui, KF = -3CH —2GD
) www.javmath.ch (@

Exercice 1.24:

v-(o) ww=() W () w@=(n) W)
e (1) o= (i) om- () - (1) @ ()
vaie(s) (o) wi-() () ()
= (;) - (17) o= (717) @ (7) @i-(5))

Exercice 1.25:

a) La représentation graphique sera vue ensemble.

0r-(3) o)

Exercice 1.26:

— aj — — —
Ona:az(a = a0 = a1€] + a9€y
2

b= (Zl> b = bie + bees.  Ainsi :
2

—
a

—
+b =a,1€_1>+a2€_2>+616_1)+b2€_2)

— (&1 + bl)gl + ((12 + bg)?g = (al + bl)

°
(12+b2

o k-d =k (a1 + asey) = k-aye;] + k- asey = <Z.Zl>
)

—
a

>

— —> — —
= aiey + aseg = 6161 + b2€2

= aq1=b; et ay=1by


http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page5.html
http://www.gymomath.ch/javmath/corrige_video1M/page5.html
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Exercice 1.27:

a)3a—4b+c—( 7) b)—5a—3b—80—(27) c)a—2b+2c—(
Exercice 1.28:
k=3 et m=2.
Exercice 1.29:
a)61=<1>,e_> (?) Eneffette;=1-e;+0-e; et e=0-e;+1-e,
b) € En effet, il s’agit de “résoudre” le systeme @ = =3¢+ 563
= . i i r i = N N
1 ’ & ¥ b = 261 — 362
Exercice 1.30:
N 1 N 1 0 N 1 N 1
a) AB=10 AC = |1 AD = |1 AE =10 AF =10 AG =11
0 0 0 1 1 1
N 0 . 1 1 N 1 N 1/2
AH =11 AM = 1 AS =1[1/2 AR = [ 1/2 AK = | 1/2
1 1/2 1/2 0 1/2
0 N 0 . 0 N 2 . 2
-1 AC = | -1 AD =10 AE =10 AF = | -1 AG = | -1
0 2 2 0 0
N 2 . 1 N 1 . 0 N 1
AH =10 AM = | -1 AS=1[ -1 AR = 1 AK = | —1/2
2 2 1 1 1
Exercice 1.31:
a)7=—23+b—2?= 13 b) W =2d —=b —27¢ = 0
3
-7 -2
9., 12
)t =ad+3¢+=-b=1|-9
3 1
Exercice 1.32:
a) T =47 +50b +27. b) Impossible.
Exercice 1.33:
@, den ; 0.7 ; @¢eg§g . e[

Exercice 1.34:
a) m=—14 b) m=-2oum==6
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Exercice 1.35:

_ . [105/29
A = 35/29 et T = (_30/29)

Exercice 1.36:
N —_ = — - =
a”d7e7g ) b7d’f ) C7d'
Exercice 1.37:
: : hY — — -
a) coplanaires, car non colin 2 a 2 et par exemple ¢ = @ +2b
. - . ’ . N —_—
b) coplanaires, car b colinéaire & ¢
c) non coplanaires, car les étapes 1 et 2 ne sont pas vérifiées

d) non coplanaires, car les étapes 1 et 2 ne sont pas vérifiées

Exercice 1.38:
k=1/2 ou k=3.

Exercice 1.39:

a) La représentation graphique sera vue ensemble

b) M(1;3) N(=3:0) P(0;-4) Q(-1/2:5/2) R(2:-1) S(3/2:-3/2) T(5/2;5/2)
U(3/2:—5/2) V(=5/2:1/2)

Exercice 1.40:

a) AD = (‘;) b) BA = (_74> ¢) B(5;-3)

d) A(7;—6) ) A(3:-2)

Exercice 1.41:
C(=27;-1) ; D(=5;8/3) ; L(-12;3/2) ; R(3/7;25/7).

Exercice 1.42:
L(1;3) ; M(-3;0).

Exercice 1.43:

a) D(—5:8) b) D(13;16)

Exercice 1.44:

—

Oui car les vecteurs A_B> et A—C’> sont colinéaires. En effet : AB =

—

AC ou det (1@), A—C)) =0

DN o

Exercice 1.45:

a) k=5 b) k=1ouk =32/7
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Exercice 1.46:
C(-9;0)

Exercice 1.47:
a) M(—13;-20) b) F(—1;-2)

Exercice 1.48:

A [ (T 9
a) AB = [ -2 b) BD = | -6 &) CA=| 6 a) 7= | 4
8 —2 —2 12

1 —19

e)v=| 8 f) w=|-30

—6 32

Exercice 1.49:
C(7;10;7), D(3;3;2).

Exercice 1.50:

- . Ve . \ -
En effet, AB n’est pas colinéaire a AC

Exercice 1.51:
k=-3o0uk=5

Exercice 1.52:
Oui car AD = 2AB + AC (par exple.)

Exercice 1.53:

a) M'(5;6;—4) b) M"(—4;-10;16) c) M"(9;-25;19)
Exercice 1.54:

Map(—3/2:5/2) 3 Mpc(3/2:4) 3 Mac(=1;7/2) ; G(-1/3;10/3).

Exercice 1.55:
A(4;6).
Exercice 1.56:

C(5;7).

Exercice 1.57:

C(0;2).

Exercice 1.58:
a) C(—2;-2) b) D(0;—6)

Exercice 1.59:
A(1;-3) 5 B(3;1) ; C(=5;7)
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A.2 Norme et produit scalaire

Exercice 2.1:

a) [@l=5 [o]l=v7 121=y/5 oumienx 7)== [dl=3 [2]=v2
b) Il suffit donc de montrer que leur norme vaut 1.
Exercice 2.2:
a) @]+ 5] +121 = 5+13+6 = 24 la+%+2|=|(° 20| - vee
4—-5+0
—2a+2a—<_8) + (8)_20 172 =5- (O)_( : )
1, 1 3) (3/5) 1,
a4 = - = = a =1
Ial™ 5 <4 4/5 I@|

k=-5 ou k=17
m = —23/10 ou m = 3/2

Exercice 2.3:
périmetre = 16 + /182

Exercice 2.4:
On a bien HZ@H = HE@H et 'aire vaut 48

Exercice 2.5:
On a bien HI_AH = HI_B;H = HI_>C’H = 5 (rayon du cercle)

Exercice 2.6:

On a bien HA—B>H2 + HB—(jHQ = HE“Q Il s’agit du sommet B.

Exercice 2.7:
On a bien que AB = DC ainsi que HA_B"‘ = HEH =7

(on rappelle qu’un losange est défini comme un parallélogramme admettant 4 cotés isométriques)

Exercice 2.8:
On a bien [AB| = |ac| = [4D| = |Bc| = |BD| = |cD] = 15v2

Exercice 2.9:
e 4/5 o 12 o 28/5
“1_i(—3/5) ’ a15_i(—9) ’ “7_i(—21/5)

Exercice 2.10:
Pi(11/5;7/5) et Py(29/5;—17/5)

Exercice 2.11:
P(1;-1)



ANNEXE A. QUELQUES ELEMENTS DE SOLUTIONS

IX

Exercice 2.12:
k=—-4ouk=2

Exercice 2.13:
P(0;17;0)

Exercice 2.14:

a)non b)oui c)oui d)non e)oui f)non g)oui h) oui

Exercice 2.15:

=

Par le théoreme de Pythagore, on a :
A L 1

= al+al+bF+bf=(a;—b)*+ (ag — by)?

8l

= af +ad+b2+bf=a?—2a1b; + b + af — 2asby + bs
— 0= —26L1b1 — 2&2[?2

<~ al'bl+a2'b2:0
Exercice 2.16:
D(—6;1).

Exercice 2.17:
Aire = 25/2.

Exercice 2.18:

a)m=10/3 b)k=4/7 cnz_(f>ak:3 d)a=4etb=—5.

Exercice 2.19:

a) A=10

C,(10;10)
b) A= -5

Cy(=5;—5)

c) A=—2oul=5/2
Ce(—2;-2)  Cl(5/2;5/2)

Exercice 2.20:
Pi(=7:0;0) ou P»(—1;0;0).
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Exercice 2.21:

a) 102 b)102 ¢ non défini d) -1 e) -1 f) (_5151)

Exercice 2.22:

—

- —
e aeb =ab +ahy =bia; +byay = b ea

- /T — b
e Ge(b+7)= a) , (rta =a1(b1 + 1) + az(by + c3) = a1by + arc1 + agby + azcy
a2 bg-{—Cg

—

—
=a1b1+a2b2+alcl+a202= asb +5’-E’

o (k@)eb = (kay)bs + (ka)by = kayby + kasbs = k(arby + ashs) = k(T + b)

et @o(kb) =ay (kb)) + as(kby) = kaiby + kasby = k(aiby + ashs) = k(@ « b)

e 4 +d =aia; + axay = af + a22 = HE’HQ

Exercice 2.23:
a) AC=T+7 e BD=-U0+7

b) 1l s’agit de constituer une chaine d’égalités : ACeBD=---=-..=0
Exercice 2.24:

L (5 L1 (52 L L (-120/13
a) v —iuL—i(l) b) v —i§ l—i( ) c)v —i10/13wL—i< 50/13 )

Exercice 2.25:

a) M(4;6) b) B(10;0) ; D(-2;12).

Exercice 2.26:

a) Figure a I’échelle :

Ds

o
<V
v

P/

/ CZ

ﬁ
A
\
.

&1



ANNEXE A. QUELQUES ELEMENTS DE SOLUTIONS XI

b) o Admettant [AB] comme coté : o Admettant [AB] comme diagonale :
2 b A Y
A — A
Dy //‘&/ - N >
- —92 \ Y 5 \ X —i4 ) L;T x
ABEiem e
L r— TN/
// B . B
ch 6 6
2 possibilités : 1 possibilité :
C1(—3;—6), D1(—4;0) ou C2(9;—4), D2(8;2) S(=1/2;-5/2), T(11/2;-3/2)

Exercice 2.27:
2 possibilités : C1(12;3), D1(9;—1) ou Cy(—4;15), Do(—7;11).

Exercice 2.28:
A(61/2;12).

Exercice 2.29:

Exercice 2.30:

—
e D’une part, projz (@) étant colinéaire & b, on a :

projy (@) = k- b. (1)

—
e D’autre part, —d@ + projy (@) étant perpendiculaire & b, on a :

En substituant (1) dans (2), on obtient :

—

Db 4+kbeb=0e —-Tb+k-|7] =0



XII ANNEXE A. QUELQUES ELEMENTS DE SOLUTIONS

—
—
aeb

171

= k =

En substituant (3) dans (1), on obtient bien la premiere formule :

projz(@) = ~55 b
|71
La deuxiéme formule :
. — a).g)_’ a). b g a’og’
lproj3(@)] = | =g = L b L gy =Lzt ]
|71 17| 17|
Exercice 2.31:
. — . g O
a) projy(a) = projz(b) = <o>
o (925 (3
b) projy(a) = (_12/25) , projz(b) = <O>
36/17 R 18/65
c) projp(a@) = | 36/17 : proj»(b) = | 144/65
54/17 0
16/13 N 8/9
d) proj;(a) = 0 ., projgz(b)=| 16/9
—24/13 —16/9
Exercice 2.32:
20/7 —6/7
T =57+ |27
10/7 11/7
Exercice 2.33:
27+/2
a) he = V18 = 3/2 b)Aire:;F
Exercice 2.34:
a) obtus b) aigu
Exercice 2.35:
a) P(9;8) b) (18;—4) c) il s’agit de l'angle ZABC

Exercice 2.36:
a = 41,05° ; £ = 100,49° : v = 38,45°.

(3)
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Exercice 2.37:
avec Ox : 65,91° ; avec Oy : 65,91° ; avec Oz : 35,26°.

Exercice 2.38:
a) angle = 60° b) angle = 70,53° c) angle = 120°

Exercice 2.39:
a) ZBAD = 135° et LBCD = 45°.
b) Comme la somme des angles opposé de ce quadrilatere vaut 180° le quadrilatere ABC'D
est inscriptible dans un cercle.

Exercice 2.40:

A =31 Jprojy, (@] = 7] - 2
n

s ) ()
== b12+b22' a2 _bl

Exercice 2.41:
a) D(4;7) b) Aire = 14

Exercice 2.42:
Aire = 18.

Exercice 2.43:
Aire = 79/2.

Exercice 2.44:

Ci(5;2) ou C2(252).

Exercice 2.45:
a) Aire = 15.

3
b) Longueur de hauteurs : hy = 5@ ., hg=2v5 et hc=6.
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A.3 Produit vectoriel

Exercice 3.1:

Il s’agit de résoudre ce systéme de 2 équations a 3 inconnues :

201+302+503:0
01—202+763=0

En posant c3 = t puis en le résolvant par rapport aux deux inconnues ¢; et ¢y, vous obtiendrez :

cp=-31/7t —31
o =9/Tt — ¢ = 9 par exple. avec t =7
C3 = t 7
Exercice 3.2:
N —12 —6 N 16 N 10
a) e@xb = | —4 | e@xT=(-13] oFxT=|-2] o(T+)xT=[-15
8 4 4 8
N 72 N N 24
.(25’)><<—3b>= 24 .(zﬂ b)><(3—b>= 8
—48 —16
N —36 N 6
o(ﬁ'xb)x?z 52 oﬁx(bx?>= 40
—28 —4
b) non, on constate ci-dessus que (@ x Z)) x ¢ #d x (3 x C)
Exercice 3.3:
- azbg — azby agby — agbs N
e U x b= —a1bs + azby | = — | —asby + a1bs | = —(b X 3)
a1b2 — agbl (Igbl — CleQ
. k‘agbg — ka3b2 a2b3 — ang R
o (k‘ﬁ’) x b = —ka1b3 + ka3b1 =k —a11)3 + agbl = ]’C(a) X b)
/{Zalbg - kagbl a1b2 — CLle
- ngbg — Clgl{?bg agbg — a3b2 N
o 4 x (k b) = —all{?bg + agk?bl =k —albg + a361 = k(a) X b)
(Ilk’bg — agkfbl albg — agbl
R ag(bg + 63) - ag(bg + CQ) a2b3 - a3b2 A9C3 — A3Co
o a x (b + E)) = —a1<b3 + Cg) + ag(bl + Cl) = —(11b3 + CL3b1 + —ai1c3 + ascy
ay (bQ + 02) - ag(bl + Cl) CL1b2 - a2b1 a1Co — AgCy

—
=axb+ax<¢
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R (0,2 + bg)Cg — (a3 + bg) + Co a9C3 — A3Co bQCg — b302
o (8 + b) X E) = —(&1 + bl)Cg + (ag + bg)Cl = —ai1c3 + ascy | + —b103 + bgcl
(a1 + bl)CQ — (CLQ + bg)Cl a1C2 — A2Cq b102 — b2C1

—
=axc+bx7

G203 — A30a2

—_

= | —ajaz +aza; | =0
Q102 — G201

- —
e a X a

Exercice 3.4:
On obtient (7

Exercice 3.5:
. -3 -3
On peut proposer v = AB x AC' = | —1 |, puis plus généralement : ¥ = k | —1 | (avec ke R)
1 1

Exercice 3.6:
La représentation graphique sera vu ensemble.

Exercice 3.7:
La représentation graphique sera vu ensemble.

Exercice 3.8:
2

I
o

—2 —2 —2 —
|z x 7| 1 et @ v - (@.p)2=21-35-272 =6
1

Exercice 3.9:
e D’une part :

—12
HE’ X b H = (a2b3 — a3b2)2 + (—a1b3 + a3b1)2 + (a1b2 — a2b1)2

e D’autre part :
1Z12 1B = (@ 2)2 = (a2 + a2 + a2) (B2 + B2 + 12) — (anby + ashy + ashs)?
= a’b? + a’bi + a1b? + afb? + afbi + afbl + afb? + afbl + afbl
— (a?b? + afbi + afb? + 2a1biasby + 2a1byazbs + 2azbyazbs)
= a’bl+apby +abd+afbi+albs +afbi+albl+aibs+aibi—albl—alby —aibd
— 2a1b1asby — 2a1b1a3bs — 2axbsasbs

= a12b22 + a1b32 + a22612 + a22b32 + a32b12 + a32b22 - 2a1b1a2b2 - 2a1b1a3b3 — 2(12()2@3()3

d’ou I'égalité... Ouf! ;-)
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Exercice 3.10:
Angle = 7,33°

Exercice 3.11:
Angle = 45°

Exercice 3.12:
Aire = 12

Exercice 3.13:

a) Aire = 11 b) ha =

Exercice 3.14:

H(E’——I;)x(a’—i-g)H :H X a+3x3—3x5’—_b>xgH
|7 < 7| |7 ]

Exercice 3.15:

Les représentations graphiques seront vues ensemble.

Exercice 3.16:

Par une chaine d’égalités, on obtient :

asbs — asby C1
— i —
(CL X b)'CZ —a1b3+a3b1 ° Co
arby — azby C3

= (agbg — @3b2)C1 + (—albg + Clgbl)CQ + (Cllbg — Gle)Cg

= CLQb3Cl — a3b201 — a1b302 + a3b102 + a16203 - a2b103

—det(T; b ;7)

Exercice 3.17:

a) Oui b) k=1/2ouk = 3.

Exercice 3.18:
a) Non  b) D(0;0;19/9).



ANNEXE A. QUELQUES ELEMENTS DE SOLUTIONS XVII

Exercice 3.19:

—

: — TN F =« 7] [E (@ % b))
Vparal = aire base - hauteur =Ha X bHHc H =Ha X bH—_,
@ 7]
:y?-(a’x‘5)|=|(3x‘b’).€|:‘det(a’;3;€)‘

Exercice 3.20:

Méme démarche en utilisant que le volume d’un tétracdre (pyramide a base triangulaire) vaut

1
Victra = g(surface du A de base) - (hauteur)

Exercice 3.21:

a) V=18 b) V=3 c) D(0;8;0) ou D(0;—7;0) d)hD=7
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