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Chapitre 3: Applicationslinéaires

3.1 Introduction et définitions

Introduction : Une application linéaire est une application entre espaces vectoriels qui
préserve |'addition des vecteurs et la multiplication par des nombres réels.
Dans ce chapitre nous étudions les propriétés d'une application linéaire et en
particulier sa représentation matricielle dans des bases fixées. On vérifiera
que le rang de cette matrice est égal a la dimension de I'espace image. La
correspondance entre application linéaire et matrice Savérera tres utile pour
I'étude du rang ou de I'inversibilité d'une matrice.

Les applications linéaires sont trés importantes en géométrie. Les rotations,
homothéties, symétries et projections peuvent étre considérées comme des
composees de trandations et d'applications linéaires.

Les applications linéaires vous seront utiles pour I'étude des fonctions de
plusieurs variables.

Toute fonction dérivable de IR dans IR Sapproxime, en un point a, par sa
tangente, a laguelle on peut associer I'application linéaire qui a x fait
correspondre f'(a) - x; de maniére similaire, toute fonction différentiable de
IR" dans IR" peut sapproximer & l'aide de sa différentielle qui est une
application linéaire.

Définition :  Soit V et W deux espaces vectoriels.
Uneapplication T: V —W est ditelinéaire si pour tout
u,ve Vetpourtout o € IR, ona

a) T(u+v)=T(u) + T(v)
b) T(ow) = aT(u)

Remarques: 1.Les deux propriétés exprimant qu'une application entre
espaces vectoriels est linéaire peuvent se remplacer par la
seule propriété:

T(ow + Bv) = aT(u) + BT(V) pouru,veVeta, B € IR.

2.SiTestlinéaire,ona: < T(0)=0 ouplutdét T(0,) =0,

. T(Eillaivi) = EllaiT(vi) car :

Justifier les 2 propriétés de la 2°™ remarque ci-dessus.
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58 CHAPITRE 3

Abusd’écriture; Soit v = (x;y) un vecteur de IR* sur lequel on fait agir une
application linéaire T. On se permettra d’ écrire alors T(x ; y) en
lieu et place de T(v) ou T((x; Y)).

Exemples: 1) L'application T : IR> — IR définie par T(x;y) = 2x + 3y est
linéaire.

2) Lesapplications T, et T, : IR* — IR suivantes ne sont pas
linéaires.

TG =X+y 5 Tx;y)=x+y+1
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Exemples: 3) Une rotation d'un angle 6 autour de |'origine dans IR® est une
application linéaire de IR? dans IR?. Nous expliciterons cette
application linéaire plusloin.

4) Lasymétrie par rapport al'axe des x est une application
lindaire S: IR? — IR? vérifiant S(x; y) = (X; -y).

5) Laprojection sur ladroite des x paralelement al'axe desy est
une application linéaire P de IR? dans IR? vérifiant

P(x;y) =(x; 0).

Exemples développés:. 6) Montrer que T : IR? = IR?, (X, ; %) > (X, — X, ; 5%;) est une
application linéaire.

7) Montrer que T: IR* = IR*, T(x;y) = (X + 1; y) n'est pas une
application linéaire.
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60 CHAPITRE3

L es applications suivantes sont-elles linéaires ? Justifier
Q) TIIRP IR : (X5 %) > (X + X, X))
b) T:IRP = IR: (X} %) > X, * %,
C) T:IRP—=IR:T(X,; X Xg) = 2% — 3X, + 4X,
d) T:IR=IR:T(X;y)=(X+1;2y;X+Y)
e) T:IR*—IR*: (X, ;X)) > (X ; SIN(X,))

Soient f, g: E — F deux applications linéaires.
Montrer que f + g est une application linéaire de E vers F.

Les applications T, de D([a; b]) vers F([a; b]), définie de la
fagon suivante, sont-elles linéaires ?
a) T(f)=2f b) T(f)=f'
) T(f)=2f"-3f d) T(f)=f'-f?

Soit T': IR® — IR® une application linéaire vérifiant :
T3;2;1)=(5;4;0etT(5;4;0)=(3;2;1).

a) Exprimer levecteur (1; 2 ; -3) comme combinaison linéaire
desvecteurs(3;2; 1) et (5;4;0)
b) En déduire T(1 ; 2; -3) en utilisant les propriétés d’ application linéaire de T

Soient T: V — W une application linéaire et v,, ..., v, des

vecteurs de V tels que T(v,), ..., T(v,) soient linéairement
indépendants dans W. Montrer que v;, ..., v, sont linéairement
indépendants dans V.

Exempleimportant: Soit A une matrice detype mxn.
NotonsL, : IR" — IR™ I'application définie par L,(v) = Av.
Alors, I’ application L, est une application linéaire, car

Les exemples 1, 4 et 5 ci-dessus sont en fait de ce type et associés
respectivement aux matrices
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Exempleimportant: 1) L’application L(x; y) = 2x + 3y est associée alamatrice
A=(2 3)

4) L’ application S(x ; y) = (X ; -y) est associée alamatrice

(o 3

5) L' application P(x ; y) = (x ; 0) est associée alamatrice

S

61

Dans le paragraphe suivant, hous montrerons comment toute
application linéaire entre espaces vectoriels de dimensions

finies peut étre représentée par une matrice.
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62 CHAPITRE3

3.2 Matriceassociée a une application linéaire

ExempledansIR?: Commencgons par un exemple important. On considére le vecteur

v =(2; 3). Déterminer I"image de ce vecteur par une rotation de %
(+75°) autour del’ origine O.

Soit (e,;e,) la base canonique de IR On considére la transformation
R: IR? = IR? correspondant & la rotation d’angle 8 autour de I'origine.

Déterminons I’image des vecteurs de base par R :

R(e,) =(cos0) - e, +(sin6) - e,. On définit le 1% vecteur colonne: ((;Or?g)

R(e,) = (-sin ) - e, + (cos 0) - &,, On définit le 2°™ vecteur colonne: (_ci:ee)

On réunit les 2 vecteurs colonnes en une matrice sous laforme :

A [ Cos® -sinb
~\ snB cosO

Cette matricereprésenteralatransformation linéaire R.

Pour s en convaincre, recalculons les images des vecteurs de base :

e, =(1;0)aorsR(e) = ( ;pnsg _cgsne? )(é) = (;Orfg ) ce qui correspond bien

aR(e) = (cosB) - e +(sinb) - g

sin6 coso cos0
aR(e) =(-sin0) - e +(cosH) - e,

e,=(0; 1) dorsR(e) = ( cosf  -sinf )((1)) = (—sme) ce qui correspond bien

Appliquons maintenant cette matrice au vecteur v et al’angle 6 = %

Ry [ Cos(6n/12) -sin(5x/12) \(2) _(2cos(5n/12) - 3sin(5n /12)
V) = sin(6n/12) cos(5x/12) N3/ \2sin(5r/12) + 3cos(5n/12)

R(2;3) = (-2,38: 2,71)

et I'application R s'exprimera de fagon plus générale par

R(X; y) = (xcosh —ysing, xsind + ycosd) ou v=(x;Vy)

Aprés les exemples et exercices qui suivent, nous reprendrons cette
démarche plus généralement.
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Exemple: Déterminer la matrice A de I’application linaire T: IR®* — IR?
définie par: T(x;y;2) = (4x — 2y—2z; 3x — 4y + 2) relativement
aux bases canoniques ordonnées de IR® et IR®.

Soit T: IR®* — IR* I application linéaire définie par :
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TX;y;2=(4x+2z;2y—z;52-X; 2y)

Quelle est la représentation matricielle de T relativement aux
bases canoniques de IR et de IR*

Déterminer les représentations matricielles, dans les bases
canoniques, des applications linéaires suivantes :

a T:

b)

d)
€)

IR® = IR%: (X, 5 Xy 5 Xg) F> (X; + Xy 5 2X)

T IR = IR?: (X ; %) - (X, ;0)
c T:
T
T

IR* — IR%: T(X, ; %) = (2%} Xo)

R IR :T(X; YY) =(X;y; X+Y)
' IR® = IR® définie par

TX;y;2)=(X+2y+3z;4x+5y+62z; 7x+ 8y + 92

a) Quelle est la représentation matricielle de |’ application
identité de IR? dans la base canonique ?

b) Quelle est la représentation matricielle de |’ application
identité de IR® lorsque IR? est décrit au départ dans la base
canonique et al’arrivée danslabase ((1; 1), (-1; 1)) ?

c) Quelle est la représentation matricielle de |’ application
identité de IR® lorsque IR? est décrit au départ dans la base
((1; 1), (-1;1)) et al’ arrivée dans la base canonique ?
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Soit T: IR®* — IR? I’ application linéaire définie par :
Tx;y;9)=(x+y;y-2)

a) Quelle est la représentation matricielle de T relativement aux
bases canoniques de IR® et de IR

b) Quelle est |a représentation matricielle de T relativement aux
bases suivantes :
DansIR®: ((1;1;0),(0;1;0),(1;0;1)
DansIR*: ((0; 1), (1; 0))

Démarche générale: Soit V et W deux EV de dimension n et p respectivement.
Soite=(g; ..., &) unebase ordonnéede Vet f=(f;...;f) une
base ordonnée de W.

Soit encore T : V — W une application linéaire.

Il existe des nombres définis de maniére unique a; avec
ie{l;2;...;ntetje{l;2;...;p} telsque
p

E aj

j=1

Te)=a, fi+a, - f,+a, f+...+a, f = a

p
T(e,)=a, f,+a, f,+a,- f3+...+ap2- fp= a;, f].
j=1

p
Te,)=a, fi+a, - f+a, f,+...+a,- fp=zajn- f;
j=1

Ainsi donc, on peut représenter cette transformation sous une forme
matricielle relativement aux bases choisies dansV et W al’aide dela
matrice (pxn)

ai]_ s al] PP ain
apl “ee ap] cee apn

j éme colonne:
coefficients de T(e)
danslabase (f,, ..., f))

Définition : La matrice , A, de type pxn s appelle la matrice de T relative-
ment aux baseseet f.
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Proposition:

Exercice3.11:

Exercice3.12:
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La proposition suivante montre que cette matrice permet de
reconstruire |'application linéaire T pour tout vecteur v de V.

Pour v fixé dans V, la matrice colonne des composantes de T(V)
dans la base f (noté T(v),) est le produit de la matrice (A, par la

matrice colonne des composantes de v dans la base e.

T(V)f = fAe'Ve

Preuve:

Calculons T(v), avec v="Y Xe,.
i=1

T(v); = (T (i Xiei)) =XT(8); + X, T(&) +...+ X, T(&,);

a a, A,
=X |EX| e E X0
apl ap2 apn
ay Xy +apX, +o 4 8, X,
apl)(1 + asz2 ++ aann
a; S an | (% X
=| : : Sl =AY
a'pl a|02 t apn Xn Xn

D’ou laformule annoncée: T(v),; =A,-V,

Soit V un espace vectoriel de dimension 4 muni de la base
e=(e ;6 ; 6, e). On définit une transformation linéaire L de V
en posant :

Le)=e te,L(e) =266, L(e) =36t e, L(e) =&,

a) Donner lareprésentation matricielle de L danslabase e
b) Donner lareprésentation matricielle de L dans labase e au
départ et € al’arrivéeou € = (L(e), L(e), L(&y), L(&)).

Soit L1 IR — IR®: L(X Xy} Xg5 Xg 5 Xe) = (Xg 5 Xo — Xs 5 3X,)

a) Donner la représentation matricielle de L lorsgue I’ on choisit
pour IR° la base canonique ordonnée e et pour IR® la base f
définie par:

f=((1;1;0),(0;1;0),0;1;1)
b) Caculer L(1;1;2;3;5)exprimédansla basef.
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3.3 Quelquesapplications T usuellesde IR? - IR?

(-x3y)

w=T)

Symeétrie orthogonale relativement al’ axe Oy :

Symétrie orthogonale relativement al’ axe Ox :

\
> (x3Y)
y Y
X
>
)/’
w=T()
(x3-y)
Symétrie orthogonale relativement adroitey = X :
Ay
w=T0) | g0 V=X
~|4
Y_po(xiy) X
Projection orthogonale sur |’ axe Ox :
Ay
> (x3)
v |
L (x;0) X
w=T()
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Projection orthogonale sur I’ axe Oy :

(x:y)

\

Rotation d’un angle 6 autour de |’ origine :

Homothétie de rapport k centrée al’ origine :

3.4 Quelquesapplications T usuellesde IR®* - IR®

Symétrie orthogonale relativement au plan Oxy :
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68 CHAPITRE 3

Symétrie orthogonale relativement au plan Oxz :

Symétrie orthogonal e relativement au plan Oyz :

Projection orthogonale sur le plan Oxy :

Projection orthogonale sur le plan Oxz :

Projection orthogonale sur le plan Oyz:
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Homothétie de rapport k centrée al’ origine :

(x;y;2)
y o

e sy k)
>

v y

Rotation autour de |’ axe Ox d’amplitude 6 :

Rotation autour de I’ axe Oy d’ amplitude 6 :

Rotation autour de |’ axe 0z d’amplitude 6 :

Remarqueimportante: Dans les exercices qui suivent, S aucune précision n’est donnée
concernant les bases utilisées, nous considérerons par convention

les bases canoniques des espaces vectoriels.

SCEEFEENER Dans IR®, déterminer la matrice de la symétrie orthogonale

relativement au planx+y =0
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SCEEIEENEIAE Construire les matrices des applications linéaires suivantes de IR?
dans IR?.

a) la rotation d'un angle 6 autour de I’origine dans le sens
contraire des aiguilles d’ une montre.

b) laprojection sur ladroitey = 2x parallélement aladroitey = 3x

Exemple Déterminer la matrice de la projection paraléle au vecteur
v=(5;4; 3)surleplan déguation 2x —3y + z=0.

L 9&’1 www.javmath.ch \9
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SCEIEENERE Construire lamatrice de laprojection sur leplanx+y +z=0

parallélementaladroite{
y=0

SEEFEENER |’ endomorphisme® IR® — IR® : v —Av consiste en la projection de
I’espace IR® sur le plan d'équation z = O suivant la direction
(1;1;2). Déterminer lamatrice A.

STEEIEEEYE a) Déterminer lamatrice M de la projection orthogonale sur le
plan d' équationx +y +z=0.
b) Que vaut Det(M) ? Est-ce une surprise ?

la symétrie orthogonal e relativement au plan 2x—3y +z=0.

SCEREENCHN a) Déterminer dans la base canonique ordonnée la matrice M de
b) QuevautM??

SCEEEEENCEN Soit | application :
L: P, — P,
f > f'+f

a) Montrer que L est une application linéaire.
b) Déerminer la matrice M de ['application linéaire L
relativement alabase de IP, :

B=(x*;x;1)

c) Montrer que la matrice M est inversible et calculer son
inverse.

d) Résoudrel’équation f'+ f = x*—2x-3.
(il s'agit donc de trouver la fonction f € IP, qui satisfait a cette équation)

SCEEFEEFR Soit |’ application :

L:C —- C
z —»(-1)-z

a) Déerminer la matrice M de [I'application linéaire L
relativement ala base canonique de C.

b) Déterminer M3,

¢) Résoudrel’équation (i -1)%-z=1

' Une application linéaire d’ un espace vectoriel vers lui-méme s appelle un endomor phisme.
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3.4 Composition de 2 applicationslinéaires:

Définition :

Exemple:

Soient V, W et Rtrois espaces vectoriels, T: V—>WetL: W— R
deux applications linéaires. La composition des deux applications
T et L est I'application de V dans R définie par

(LeT)(vV) = L(T(V))

T L
14 w R

LoT

On montreraen exercice que |’ application Lo T que nous venons
de définir est bien une application linéaire.

En considérant une base e dans V, f dans W et g dans R, nous allons
nous intéresser alamatrice de Lo T en fonction des matricesde T
et L. Observons ceci sur un exemple:

a; ap
. amaricedeTe B | % 22 B ) \ama
Soit (A, =| a, a, |lamatricedeTet B, = b b b ameatricedelL.
agl a32 21 22 23

Soit v = (X ; y) un vecteur de V. Alors

&1 Q2 |y
TV)=| an ax ()=

a3 Az y
31X+ appY
L(T()) = ( P D2 D )a21x+a22y =
b D b )| 25 22

Quel’on peut écrire sous laforme :

L(T(v)) =( bty + 01581 +DigB1 i + 110822 +b1335, )(X)z

Doyay +08p +0383  Dx355 +Dp85 +bas, Ny

On voit donc apparaitre dans cet exemple la multiplication des 2 matrices B-A.
Cerésultat se généralise dans e théoréme suivant :
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Théoreme: Soient V, W et Rtrois espaces vectoriels, T: V- WetL: W— R
deux applications linéaires et des bases ordonnéese de V, f de W et
gdeR. Alorslamatrice y(L o T), représentant Lo T atraversles

bases e et g est le produit des matrices 4L et T, représentant L a
traverslesbasesfet g et T atraverslesbaseseet f.

g(LOT)e = gLf e

Preuve a compléter :  Soitve V.Ona

f(LoT)e Ve =(LoT)(V) Rappel :

=L(...(v)), ST:V->W
T b.o.e b.o.f

“L(w) T(v), = T."V,

= L -w

= L TC)

=L (T -v)

=(. LT )V

Onadonc bien ((LoT), v, =(,L;"(T.)-V, pour tout ve V, ce qui
montre bien le résultat voulu.

SCEEIEEVAEE Montrer que 1 application Lo T est bien une application linéaire.

SCEEFEEVZAE De IR? — IR% on considére les deux transformations linéaires®
suivantes;

T : rotation d’un angle de 30° autour de I’ origine.
U : homothétie de rapport -1/2 centrée al’ origine.

En considérant la base canonique

a) déterminer lesmatricesde UoT et ToU

b) que constatez-vous ?

C) cerésultat se généralise-t-il pour toute transformation
géométrique ?

Démontrer les fameuses formules d’ addition d’ angles
(cf. page 30 formulaire)
a) sin(a + B) = sin(a) cos(P) + cos(a) sin(pB)
b) cos(a + B) = cos(a) cos(B) - sin(a) sin(P)

SCEEFEEVZEE Déterminer dans la base canonique la matrice de rotation d' un
angle de 7/3 autour d'un axe perpendiculaire au plan o d' équation

y=2

2 0n appelle transformation linéaire toute application linéaire représentant une transformation géomeétrique

(rotation, projection, symétrie, ...)
3M o — Jt 2022



74 CHAPITRE3

3.5 Matricedechangement debase:

Définition :

Exemple:

2y

Si V est un espace vectoriel muni de deux basese=(g;; ... ; e) €
€ =(€e]; ... ;ey) aorsconsidérons |’ application linéaire de V dans
V (donc endomorphisme) ou la base e est transformée en la base €'.

On sait que les colonnes de la matrice de cette transformation
seront formées des vecteurs g exprimés dans la base €.

Cette matrice s appelle matrice du changement de base et sera
notée: 4ld,

Soit V = IR? muni des 2 bases suivantes:

e=(e;e)oue =(1;0)ete,=(0;1)
e€=(e;e)oue;=(2;1)ete,=(0;-1)

 Calculer 41d, (exprimer chaque g danslabase €)

 Calculer (ldy (exprimer chagque € danslabase €)

2
» Exprimer v, =(3) danslabase €

1
» Exprimer v, =( 2) danslabasee
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Preuve:
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* Les 2 transformations . 1d,, .ld, €étant réciproques, il n’est pas
surprenant que le produit des 2 matrices donne la matrice identité

ou de maniére plus pratique, une des matrices s obtient comme
I"inverse de |’ autre.

Soit V un espace vectoriel ete=(e,; ... ;) et €=(e}; ... ; e,)
deux bases de V.
Soit v un vecteur de V : « exprimé dans labase e, on le notera v,

* exprime dans labase €, on le notera vg.

Alors,
1) Vg = gldg- Ve
2) ¢ld, estinversibleet (y1dg)™ = (ldy

SCEEEEFERE V = IR muni des 3 bases suivantes :
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* labase canoniquee = (g, ; &),
ce=(e;e)oue =(1;-2)ete, =(2;1)
e =(ef;e5)oue=(2;-1)ete;=(1;1)

On considere les 3 vecteurs suivants: v, = (2; 3), wy =(1; 1) et
ug =(1;1).

a) représenter la situation sur une figure d’ étude,
b) déterminer .ldy, «1d. €t avec un minimum de calcul o Idy,
C) déterminer vy, Vg, We, Ug.
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3.6 Repreésentationsd’une application linéaire dans des bases différentes::

Soit T : V — W une application linéaire. Supposons V muni de deux
bases ordonnées e et € et W muni de deux bases ordonnées fet f'.

Connaissant la matrice T, de cette transformation exprimée dans
les bases e et f, on sera amené a devoir déterminer la matrice ¢ Ty

de cette méme transformation par rapport aux bases € et f'. On a
laformule:

f’Te' = f’ldf ’ fTe ’ elde’

On peut résumer ce qui précede par e diagramme suivant :

e

Vb aser Wbasef

o 1d Jd, fyldf fldf,

Vbasee' T Wbasg‘ '

Exemple:  soit | application linéaire T: IR® — IR® définie par
TX;y;2=B8x+y+2z;x+2z;y)

On définit deux bases ordonnées. ¢ e labase canonique,
of=(f,;f,;f;) avec

f,=(1;0;0, f,=(1;1;0 et f;=(1;1;1).

Déterminer les deux matrices T, puis ¢ Ts.
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SEEEEVER ) Soit T: IR? — IR? une application linéaire définie par

T(x;y) = (2x+3y;-y)
Déterminer la matrice,A, de T relativement a la base
canonique e puis, A, relativement alabasef=((1;1); (-1; 2))
b) Soit T: IR — IR® une application linéaire définie par
T(x;y) = (y; -5x+ 13y ; -7x + 16y)
Déterminer ; Alamatrice de T relativement aux bases:
e=(e;e)delRetf=(f,;f,;f,) delR®
olu: =(3;1),6=(5;2);
f,=(1;0;-1),f,=(-1;2;2),f,=(0;1;2).
1%¢ démarche: exprimer |'image des vecteurs e dansla basef;.

2%™ démarche: commencer par déterminer la matrice de T par rapport aux bases
canoniques de IR et de IR:.

STEEEEFIE Soit L une application linéaire d’ un espace vectoriel V dans lui-
méme. Supposons que danslabasee= (e, ; e,; ;) I’application L
se représente par lamatrice

31 -1
L=l2 2 -2
1 -1 1

Notonsu = (u, ; U, ; Uz) une nouvelle base avec:

Uy=6+6,U,=6+6,U; =6 +6
Construire lamatrice L.
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Soit T: IR? — IR? une application linéaire définie de la maniére
suivante: I'image d'un point est le symétrique de ce point par
rapport aladroitey = 3x, parallélement aladroite x = 3y.

(cf. figure ci-contre)

/y=3x

Nous utiliserons 2 démarches afin de déterminer la matrice de
Hoin| cette application par rapport ala base canonique.

TX;y) | —1 X =3y

a) 1%° démarche géométrique :
/ Géométriquement, déterminer I'image des deux vecteurs de
base (1; 0) et (0; 1). En déduire la matrice demandée.

b) 2°™ démarche avec un changement de base :

Choisir 2 vecteurs u,, u, tel que T(u,) et T(u,) soient faciles a
déterminer. Exprimer la matrice représentant T, a travers la
base (u, ; u,). A I'aide des matrices de changement de base,
déterminer (T..

Soit T: IR®* — IR® une application linaire définie de la maniére
suivante : I’image d’'un point est obtenue par une rotation de ce
point d’un angle de 90° dans le sens des aiguilles d’ une montre
autour deI’axe derotation x = y.

Déterminer la matrice de cette application par rapport a la base
canonique.

3.7 Ker(T), Im(T), injective, surjective et bijective:

Définition :  Soit T :V — W une application linéaire.
On appelle noyau de T, noté Ker (T), I’ensemble desv € V tels

T
v_— W : !
gue T(v) = O (cf. figure ci-contre).
o B Donc par définition

Ker(T) Ker(T) ={ve V|T(v) =0}

Définition :  Soit T :V — W une application linéaire.

V_ _ W on appelleimagede T, noté Im(T), I'ensemble desw € Wtels
N qu'il existev e V avec T(v) = w (cf. figure ci-contre).
Donc par définition

Im(T) ={weW | Ive Vtd que T(v) = w}
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Remarques: Dansle casdes"fonctionsclassiques' f: IR — IR

» Ker(T) correspondrait aux zéros de lafonction f.
* Im(T) correspondrait a Im(f)

Exemple: 1) SoitP:IR*— IR*: P(x;y;2) =(x;Yy;0), laprojection sur le
plan Oxy parallélement &1’ axe des z. L’ application P étant
une application linéaire :

Ker(P) =

Im(P) =

Colorier en 2 couleurs différentes Ker(P) et Im(P) sur la
représentation ci-contre :

Déterminer la dimension de Ker(P) et d' Im(P)

Exemple: 2) Soit T: IR = IR?: T(X,; Xo 5 Xa) = (X + X, 5 2X; + X3)
Déterminer Ker(T), en donner une base et sa dimension.

Théoréme: Soit T:V — Wune application linéaire. Alors
o Ker(T) estun SEV de V.
* Im(T) estun SEV de W.

SCEEFEEEVE Démontrer |e théoréme précédent.
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SELEEEIB Pour chacune des transformations linéaires T suivantes :

1) Colorier en 2 couleurs différentes Ker(T) et Im(T)

2) Expliciter Ker(T), Im(T)

3) Préciser les dimensions de Ker(T) et Im(T)

4) Que peut-on conjecturer sur dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) ?

a) T:IR*— IR b) T: IR - IR?

(wy5 wy)

5 (x1y)

X
>
Projection orthogonale sur |" axe 0x Rotation d'un angle 6 autour de |’ origine

OT:IRR> IR? dT: IR IR®

Symétrie orthogonale relativement auplanOxz ~ Projection orthogonale sur |e plan Oyz

SCEIEREZl Pour chacune des applications linéaires T suivantes, calculer
Ker(T), en donner une base et sa dimension.

A TR = IR : (X X5 Xg) > (X + Xy 5 2X)

D)T:IR? = IR?: (X, ; %) = (X ; 0)

Q) T:IR* = IR*: T(X, ; %) = (2%, %)

DT IR IR:TX;Y)=(X;y; X+Y)

T IR IR T(x;y;2) =(x+2y+3z;4x+5y+6z; 7x+ 8y + 92

Définitions: Soit une application linéaire T :V — W

* elleest diteinjective si pour tout vecteur u et v deV

u=v = T(U)=T()

ou de fagon équivalente:| T(u)=T(v) = u=v

* elleest dite surjective s tous les vecteurs de W sont atteints :

T(V) =W

* elleest dite bijective (oneto one) s elle est alafoisinjective
et surjective
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SCEFEEES 1) Parmi les 4 applications linéaires proposées a I’exercice

3.31, lesquelles sont injectives, surjectives, bijectives ?

2) Parmi les 5 applications linéaires proposees a I’ exercice
3.32, lesquelles sont injectives, surjectives, bijectives ?

3M,,,— Jt 2022

Exemple: a) Déterminer une base du noyau Ker(T) de latransformation
linéaire de matrice A avec

1 -1 3
A=|5 6 -4
7 4 2

b) Déterminer une base de Im(T)

Pour répondre a la partie b) de I’ exemple, nous aurons besoin
du théoréme suivant :
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Théoreme: SV et W sont des espaces vectoriels de dimension finie et si
T:V — W est une application linéaire alors I'image par T d'une
famille génératrice de V est une famille génératrice de Im(T).

Preuve:

Attention : Le théoréme ne dit pas que I'image d une base est une base. Par
contre, I’'image d’une base est une famille génératrice. Il
restera a contréler si elle est libre ou non.

Reprisedel’exemple: Déterminer une base de Im(T) de la transformation linéaire de
matrice A avec

1 -1 3
A=|5 6 -4
7 4 2
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Soit F une application linéaire de IR® dans IR® définie par F(v) = Av

Exercice3.35:

Exercice3.36:

Théoreme:

3M o — Jt 2022

Preuve:

-21 -35 -42
avec A=| 9 15 18
3 5 6

a) Donner une base de Im(F)
b) Vérifier que Im(F) c Ker(F)
c) Sanscalculer A, montrer que A>=0

Soit F : IR® — IR® I application linéaire de définie par F(v) = Av

1 0 O
avec A=|1 0 O
1 -11

a) Caculer F(1;2;3)

b) Déterminer Ker(F)

c) Démontrer que Im(F) ={ve IR*|F(v) =V}
d) Interpréter F géométriquement.

0 3 0 1
Soit A={ 0 O O O
1 0 -2 0

Notons L, I'application linéaire associée : L,(V) = Av

a) Déterminer le rang de cette matrice.
b) Décrirele noyau de A, donner une base, préciser la dimension
c) Méme question pour |I'image de A.

Une application linéaire T est injective < Ker(T) = {0}
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Soit F une application linéaire représentée dans la base canonique
1 1 k
par lamatrice A=| 1 k 1
k 11

a) Pour quelle(s) valeur(s) dek I’ application F est-elle injective.

1
b) Soit b= k2 . Pour quelle(s) valeur(s) de k, le systeme Av = b
k
n’admet-il aucune solution ?

c) Pour k = O, trouver I'inverse de A et résoudre, gréce a cet
inverse, lesysteme Av="hb

3.8 Théoremedu rang (ou théoreme des dimensions):

Théoremedes S V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie et si
dimensions: L :V — West une application linéaire alors

dimV =dim Ker(L) + dim Im(L)

L
v W
Ker(L) - _ -
-= -7 Im(L)

Avant d’en voir une preuve, utilisons ce résultat dans quelques exercices :

STEEEEEEERA o) Soit F : IR* — IR*I'application linéaire telle que
Ker(F) = Im(F). Que vaut dim Ker(F) ?

b) Construire une application linéaire T : IR® — IR® telle que
Ker(T) = Im(T)

¢) Soit R: IR® — IR® une application linéaire injective. Que vaut
dimIm(R) ?

Soient v,, v, €t v, trois vecteurs linéairement indépendants de IR?,
et T: IR® — IR® une application linéaire telle que
T(v)=(1;0;0), T(v,)=(0;1;0) et T(v5) =(0,0; 1).
Déterminer Ker(T).

SEEFEEYVE | atransformation linéaire T de matrice A est-elle injective ?

1 -2
A=|2 -4
3 6
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Théoreme:

Exercice3.41:

Définition :

Exemple:

Exercice3.42:

Théoreme:

Corollaire:

Exercice3.43:

Soit T: V — W une application linéaire ou V et W sont des
espaces vectoriels de méme dimension finie.
Alors, les affirmations sont équivalentes :

(1) Ker(T) ={C}

(2) T est injective

(3) T est surjective

(4) T est bijective

Prouver |e théoréme précédent.

Soit A une matrice de type mx n.

On appelle transposée de A, la matrice notée A" (de type nx m)
obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A.

Déterminer la transposée de la matrice A définie par:

1 -2
A=|2 -4
-3 6

Calculer le rang des matrices suivantes puis de leur transposée:

1 2 2 321
a)A=| 3 4 b)B=|6 5 1 3
3 6 2 6 19
12 3 1 3 5
gcC=|2 2 1 dD=| 1 -3 -5
321 1 3 5

Soit A une matrice, alors rang(A) = rang(A")
Sans preuve.

Soit T : V — W une application linéaire de définie par T(v) = Av

aors: dimIm(T) =rang A |.

Discuter le rang de lamatrice

1 1 0 1

| 3 2 -1 3
A= A 3 -20
-1 0 -4 3
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Soit A=

ADNDNPE
O b~ OIN
O wwk
o~ BN

a) Donner laforme échelonnée réduite de A
b) Quel estlerangde A ?

c) Quelleest ladimension del’image del’ application linéaire
définie par A?

d) Quelle est ladimension du noyau de cette application linéaire ?
€) Donner une base de ce noyau.

SELEEEEE Pour chacune des 4 transformations linéaires T ci-dessous :

1) Déterminer lamatrice A de cette transformation

2) Si possible, déterminer la matrice B de latransformation
inverse. Si ce n’'est pas possible, expliquez pourquoi.

3) Que pouvez-vous affirmer au sujet de ces 2 matricesA et B ?

aA)T: IR > IR? b) T: IR2 > IR

(W5 wy)

: (x:y)

L (x;0) X o (X;y)
| w=T() > | »>
Projection orthogonale sur I’ axe Ox Rotation d'un angle 6 autour de |’ origine
OT:IRR=> IR? dT:IRR= IR

Symétrie orthogonale relativement au plan Oxz Projection orthogonale sur le plan Oyz
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Théoreme: Soit A une matrice carréed ordren. Alors:

Aestinversble < L’applicationL,:v— Avest bijective.
& det(A) =0

TR Déterminer pour quelles valeurs de ) les matrices suivantes sont
inversibles et calculer cesinverses.

0
a)A: 1 b)B:
A

o>
= O >
oNeNolN
OOk >
OpFr >0
> 00
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