QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

Eléments de réponses du chapitre 1:

a) 4x3 b) 0; 1/2; nexiste pas
C) by by
2 -4 6
C- -4 8 -12
8 -16 24

" - 50 45 55
Exercice 1.3 : -
A C=l5 70 3

b) codts de transport pour le produit 2
¢) colts totaux pour leclient 3

d) colts du produit 1 pour leclient 2

500000 50'000 2'500

200000 20'000 1'000

100'000 10'000 500
40'000 4'000 200

a) 4x5;3x3;2x2;2x3
b) imp;10;7;1;2;0;5;imp;7

c) BCeeG ; FetG ; EeG ; G
08 02 0,05
01 075 005
01 005 09
4 -1 4
a) A+B=| 0 1 O [=B+A; I'addition semble &tre commutative.
5 0 8
2 -4
b) Z(A+B)=|7 -3|=1A+B; cecaloul semble ére distributif
3 4

¢) Calcul impossible, car les matrices ne sont pas du méme type.

seravu ensemble & votre demande.

3M o — Jt 2022

QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

q 17 n
a)16+25+36+49+1 b) »(2i+1) 9 >3
i=1 j=1
[SCEEFN0E] 2) BD=1, b) FE — 2A non défini
13 -18 8
c) A°’=| 16 17 -16 d) E? non défini
0 16 5
) (3) + GH = (47) f)ILE=E
1 2 257
gCl;=C h) AEF=| -3 -6 29
53 106 201

Exercice L11: a) A(BC) =[ ;'7 _383 )= (AB)C ; la multiplication semble associative.

1 57

= AB+ AC ; cecalcul semble distributif.
-2 4 14

b) A(B+C)=(

c) Al,=A maisl A n'est pascalculable.

Exercice 112 : NS -2 2
-11/2 -23/2

Exercice 1.13: a) A= 1'000 2'000 1000 b) Il s agit de 0,7A
5'000 1'000 O

c)Matriceinventairez( 700 1'400 700)

3500 700 O

20
d)V=O,3A=( 300 600 300 ) 9 P=| 25
1'500 300 O
30
f) Rreprésente lesrevenus, par entrep6t, que |’ éditeur prévait tirer dela
vente des livres au cours de I’ année.
37'500

g)R=[ 30000 )
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QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

SEEIEFWZR || suffit de vérifier que A-A™=1,=A"-A
0

. . 5 - - N
b) le produit de deux matrices non nulles peut étre nul. Exeece Lo Al= 3 4 Bl= 3 -3/2 C est non inversible.
4 5 -2 3

Exercice 1.14 : I AB=( 8 0 )

Exercice 1.15 : a) AB= 01 , BA= 10
01 00

y 37 17\ 4 3

|
N
w

| Excrice 124 N ( 3 2)(x)=[ _15] ; 1(3 -2) s=((7:3)

b) le produit de deux matrices n’ est pas commutatif.

[SCEEYEGEH] pas de solution proposée.

(=)}
-

X 3\  1(90 36\ . .
(y)=(—23) ’ %(80 _30) ; S={(-6;10)}

X _15 . H . . _ . B
y)=( 30) ;noninversible; S={(x;y) | 3x + 2y = -15}

SCEENNVEN (A+B)(A—B)=A"—B?< AB=BA cequinest paswrai dansle cas général.

AR NI
! [
N Nl oTle

K=
|
)]
|
I
=
——

SCEEEFNERN Récurrence: 1%° étape : vérifiez laformulepour n=1;
2°™ étape : supposez laformule vraie pour A", et démontrez

SCEEFWERN a) | S agit de montrer que le produit de ces 2 matrices donne |,
qu'elle reste vraie pour A"*1=[ é nI]' ) ) 5 - 9 a s
b) |-1
SEEEFNCR o) a, représente la quantité de fibres alimentaires dans 30 g du premier 5
aliment.
[SCCFWH A n est pas échelonnée B est échelonnée (non réduite)
b) by représente la portion d’aiment 1 dans une portion de 30 g du C est échelonnée réduite D est échelonnée (non réduite)
déjeuner du type 3. E n’est pas échelonnée
c) La deuxieme colonne de la matrice A représente la quantité de 100
protéines, de fibres alimentaires et de matiéeres grasses dans 30 g du . _
deuxiéme aliment. SCIYWwIdl E,-| 0 1 0
00 2
d) Leproduit matriciel BA n’apas de sens.
€) Le produit matriciel AB donne les quantités de protéines (ligne 1), de 100
fibres alimentaires (ligne 2) et de matieres grasses (ligne 3) contenues SCEFWER E.=| 0 1 0
dans une portion de 30 g de chacun des d&euners représentés par une 201
colonne de lamatrice.
34 38 42 1 J
AB= 10,6 82 58 1 0
12 14 16 Exercice 1.29: P
B a
SCOEIWORE AetC BetF ; DetG. 0 !

SEECIWIEE 5 pposer I existence d une matrice B=( a g ) et trouver une
c

contradiction.
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QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

010 1 00 1 0 O
SEEFRO 2 E,=(1 0 0|,E,=| 0 1 O|,E;={0 1 O
001 -1 01 0 -21
0 1 0
b) X=E,-E,"E, =| 1 0 0
-2 -11
il serait judicieux decontroler queX-A=A".
1-10 1/2 0 0
¢ E,=| 0 1 0| E= 0 10|
0 0 1 0 01
1/2 —1/2 O -1/2 1/2 0
Y=E; E,-X= X=[ 1 0 0
-2 -1 1
SRR Et s vous échelonniez lamatrice. ..
ECEEEIRZE 2) S={(-2;2;-1)} b) S={(3;-1)}
c)S={(1;-1;2;-2)} d)S=0
€e) S={(3t—-25;-4t+29;t;7)|te IR}
] ] 40 5[/100
SN Echelonner puis réduire lamatrice augmentée| 0 1 -6{0 1 0
30 4(001
4 0 -5
etonobtient X = -18 |, X,=| 1 [et X, =| 24
-3 0 4
1 -3 2 1 0 0
ECEEEE 2 A'=| -3 3 -1 b) B'=| 7/2 3/4 -5/4
2 -1 0 -5/2 -1/4 3/4
2 5 -2 1 -9 1 1 11
211 -7 7 1 a_101 1 11 -9
9C =3 1 4 4 1 d) b* o 1 11 -9 1
0 9 -9 -3 1 -9 1 1
1 1 2 11 -6
SCEEEIR 2) X=| 2 by A'=Z| -1 -16 10
-3 N2 3 2
At.B=X

[SCIEFEE seravu individuellement & votre demande.
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) A =0
c) an"An‘_au"Aiz"" 313"A13‘ =-3

QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

b) |A| =34

d) —ay,* [Au|+ 8y |Ay| - 8y, 1| Ayl = -3 (memeréponse quele (c) 72)
€) aZZA\AZZ\ =-3 (méme réponse que le (d) et donc quele (c) ??)

) [Al=2 b) [Al-

©) |A=-125

d) A =48 €) |A|=-235,68

Exercice 1.39 : 3

D0 ay Jay = DD a, (A= etva:

Q11878033 Q118303 — B8 Agz F Q1983831 T Q13883 — 3883

5 4 1
ISCELELE 2) | 3 -2 7|-48
2 06

aA--216  b)|al-abod

X y z

o) |A|=10'739,92

3 5 x

SECCEIEA )| > 1 6 |-_31x-20y+7z b)| 0 -6 y |-6x+8y-187

-3 51

seravu ensemble a votre demande.

1 -1 z

et si vous développiez le déterminant par rapport a cette ligne .

[SCEIYEH Aestinversibles et seulement si A = -1 et

A= L
1403

A 1 A2
A2 A
Aon 1

a) S={(4;-2} b) S={(8;0)} C) S=J (arésoudre ala mein)

[SCEEY Al scravu ensemble avotre demande.

IECEERRER 2)S={(2:3:-0}  b)S={(2;

4.5} © Sy ={@:-1;-2;4)}
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QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

Eléments de réponses Chapitre 2:

3M o — Jt 2022

a) M,,, muni des opérations sur les matrices est bien un espace vectoriel,
car il vérifiebien les 8 propriétésd’'un EV.

b) Cerésultat se généralise atoute matrice M.

IP, muni des opérations habituelles est bien un espace vectoriel, car il
vérifie bien les 8 propriétésd’un EV.

a) Non, car cet ensemble ne contient pas le vecteur nul et en particulier cet
élément N’ admet pas d’ élément opposé.
b) Cet ensemble est bien un espace vectoriel, il vérifieles 8 propriétés.

L' addition étant définie de maniére naturelle, elle vérifie les 4 premiéres
propriétésd’'un EV.

La distributivité | est également vérifiée, par contre, la distributivité 1|
n' est pas vérifiée. Par exemple :
(1+2)-(4;3)=(12;3) mais 1(4;3)+2(4;3)=(12; 6)

a) Ce n'est pas un espace vectoriel, car pour un vecteur donné de V, son
opposé n'appartient pas a V. De plus, le vecteur nul 0 n’appartient
pasaV.

b) 11 s agit bien d’ un espace vectoriel (droite vectorielle).

c) Ce n'est pas un espace vectoriel, car pour un vecteur donné de V, son
opposé n'appartient pas a V. De plus, le vecteur nul 0 n’appartient
pasaV.

d) Il s'agit bien d'un espace vectoriel (plan vectoriel).

Un corrigé peut étre vu a votre demande.
Ona (4;3;2)=-11(1;2;3)+20(1;1;2)-5(1;-1;1)

a) Les vecteurs (1;1) et (2; 1) forment une suite génératrice, car on a
iy =(x+2)( ;) +x=92; 1.

b) Elle n’est pas génératrice, seuls les vecteurs du type (k ; k) peuvent étre
engendrés (k e IR).

c) Elle n’est pas génératrice, seuls les vecteurs du type (k ; 2k) peuvent étre
engendrés (k e IR).

d) Le méme raisonnement qu'en b) montre qu'elle n'est pas génératrice.

€) Elle est génératrice, car tout vecteur de IR? peut s écrire comme
combinaison linéaire des 2 derniers vecteurs proposés.

f) Elle est génératrice, car (x;y) = (_3)(7;4)/)(3 1 4) + (L;S,y

)(4; 3).

Exercice2.10:

Exercice 2.11
Exercice 2.12

Exercice 2.13
Exercice 2.14

Exercice2.15:

QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

a) N'est pas génératrice.
b) N’ est pas génératrice.
c) N’ est pas génératrice.
d) Est génératrice.
€) Est génératrice.
f) Est génératrice.

Aproposdel’exercice8:

a) Lesvecteurs(1; 1) et (2; 1) forment une suite libre, car laseule
solution de I'équation o,(1; 1) + a,(2 ;1) =(0; 0) est o, = o, = 0.

b) Lesvecteurs (1 ; 1) et (3 ; 3) neforment pas une suitelibre, car:
-3(1; 1) +(3;3=(0;0).

c) Lapartie{(1; 2)} estlibre, car o, = 0 est I'unique solution de I'équation:
0,(1;2)=(0;0).
d) Lapartie{(0; 0), (2; 3)} n'est paslibre, car 1(0; 0) + 0(2; 3) = (0; 0).

e) Lapartie{(1; 1), (0; 1), (1; 0)} n'est paslibre, car:
(1;D)-(0;1)-(1;0=(0;0).

f) Lapartie{(3; 4), (4; 3)} est libre, car la seule solution de |'équation:
o (3;4)+0y4;3)=(0;0) esto, =0, =0.

A propos de|’exercice 9

a) N'est paslibre. b) Est libre.
c) N'est paslibre. d) N'est paslibre.
e) Est libre. f) Est libre.

Les 3 affirmations sont vraies.

On peut montrer par exemple que :
(C+2x+3) +2(2X* —x—5)— (3¢ +x—-3) - (2*-x—-4) =0

Non, car 4f -2g+h=0

a) Laseule solution de I'équation oy, (v, + V,) + oi,(V, + V) + 05V, + V) =0
est oy, =0, =05=0.

b)Ona -1(v,—v,) + 1(v; —Vg) —1(v, —v;) = 0.

Il s'agit d’ exhiber la preuve dansles 2 sens (=) et (<).

L'équation o, (v; + Av, + nvy) + oV, + o,v; = 0 revient al'équation

oV, Houd + o)V, + (ol + o)V = 0. Siles vecteurs vy, vy, v, sont libres,
on auradonc o, = oA + o, = ol + oy = 0 et donc o, = o, = 0,3 = 0, ce qui
montre que les 3 vecteursv, + Av, + UV, , V,, V;sont libres.

De maniére analogue, on montre que si les 3 vecteurs v, + Av, + 1, , V, ,
v, sont libres, alors les vecteurs vy, v,, v, sont libres.
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QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

Exercice2.16 :

Exercice 2.17

Exercice 2.18

Exercice 2.19

Exercice 2.22

Exercice 2.20
Exercice 2.23

Exercice2.21:
Exercice2.24:

Exercice 2.25
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a) Oui, par exemple ax + b=(2a_b)p1+(2b_ a

3 T)p2+0p3 Va, be IR
b) non, car 5p, + 2p,—3p; =0

5 2
C) p3=§p1+§p2

w3y 1
= ity

2taoVe

par exemple:

V;=-v; +3v,+0v, =  Onsupprimev,.
v, =-v; +5v, = OnsupprimeVv,.
Ains lafamille v, v, est génératrice et libre.

a) C'est la base canonique de IP,.

b) Lasuite est libre, mais non génératrice.
c) Lasuite n'est ni libre, ni génératrice.

d) C'est une base de IP,.

a) Labase canonique de V est formée des matrices

10 01 0o 0o
oo)'too)'l10)'{0 1)
b) (1) N'est pasunebase. (2) N'est pasune base. (3) Est une base.

b) 2 vecteurs ne peuvent suffire pour engendrer un EV dedim 3.
¢) Par exemplev,=(6;-3; 1).

a) C'est une application facile de la définition d'espace vectoriel.
b) Lafamille{1;x;x*; ... ; X} est unebase de IP,. Ladimension de IP,
estdoncn+1.

LadimensiondeV est 4, car:
V contient une famille libre de 4 éléments = dim(V) = 4 et
V contient une famille génératrice de 4 éléments = dim(V) <4.

L' espace vectoriel F([a; b]) est de dimension infinie (!!).
a) =;1 +1
Z 221 222
. a 2b 3a b
b)Vz=a+bieC, z=|-—-— — 4=
)Vz=a+hie (10 5)21+(10+5)z2

c)dim(F) =2.

QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

SCEVFER A est un sous-espace vectoriel. Une base de A est (1; 0) et sa dimension

Exercice 2.27 :

Exercice 2.28 :

Exercice2.29:

est 1.
B n'est pas un sous-espace vectoriel, car (0; 0) ¢ B.

C est un sous-espace vectoriel. On peut considérer que sa base est
I'ensemble vide et ainsi, sadimension est de 0.

D n'est pas un sous-espace vectoriel, car (0; 0) ¢ D.

E est un sous-espace vectoriel. Une base est donnée par le vecteur (1 ; -2).
Sadimension est 1.

F n'est pas un sous-espace vectoriel, car (0; 0) ¢ F.

G est un sous-espace vectoriel. Une base est donnée par le vecteur (1; 2).
Sadimension est 1.

H est un sous-espace vectoriel, car H = IR%

A est un sous-espace vectoriel. Unebasede Aest (0; 1; 0) et sadimension
est 1.

B n'est pas un sous-espace vectoriel car (0; 0; 0) ¢ B.

C est un sous-espace vectoriel. Une base est formée des vecteurs (1; 0; 1)
et (0;1;1). Sadimension est donc 2.

D n'est pas un sous-espace vectoriel car (0;0;0) ¢ D.

E est un sous-espace vectoriel.
Sia=b=c=0, cest IR® et sadimension est 3.

Si a# 0, une base de E est formée des vecteurs(-b; a; 0) et (-c; O; a).
Si b# 0, une base de E est formée des vecteurs (b ; -a; 0) et (O ; -c; b).
Si ¢ # 0, une base de E est formée des vecteurs(c; 0; -a) et (0; c; -b).
Dans ces derniers cas, ladimension de E est 2.

F n'est pas un sous-espace vectoriel car (0;0;0) ¢ F.

Si lesvecteurs v, et v, éaient tous les deux nuls, lafamille (v, V,, Vs, V,) Ne
serait pas génératrice dans IR,

Ladimension 0 est impossible.
Ladimensionest1siv,;=(1;0;0),v,=(0;1;0),v;=(0;0; 1) et
v,=(1;0;0).
Ladimensionest2siv,=(1;0;0),v,=(0;1;0),v;=(0;0; 1) et
v,=(0;1;0).

Lafamilleestliéecar (2;10;-7;4)=5(1;2;-1;0)+(-3;0;-2;4). La
dimension de I'espace engendré par cette famille est 2 car les deux
premiers vecteurs sont libres. On obtient une base de IR* en gjoutant les
vecteurs(0;0;1;0)et(0;0;0;1).
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QUEL QUES REPONSES AUX EXERCICES QUEL QUES REPONSES AUX EXERCICES
[SCEeY2l Onobtienta=-19etb=-16

SCELEEVEIR a) On montre facilement que lafamille est libre. Comme elle comporte 3
ééments, c'est une base de IR,

b) Ladimension est 2 et une base est formée desvecteurs (2; 1; -1) et
(3;2;1).0na(1;0;-3)=2(2;1;-1)-(3;2;1).

a) Soit f(x) tel que f(x)= f(-x) et g(x) tel que g(x)=g(-X).

o (f+0)(=x) = F(=x)+g(-x) = F(X)+g(x) = (f +g)(x) ok!!
e (o F)(X)=a- F=x) =a F(x)=(a- f)(x) ok!!

b) Celaforme également un SEV. Méme démarche
a) Soit f(x) et g(x) deux fonctions dérivablessur [a; b] .
 (F+9) (0= (F+9(x) = F')+g(X)=(f'+g)(x) ok!!
e (a ) () =a-f(x) ok!!

a)Unebaseestforméed%matric%( 3 8 et( 8 2 ):>dim=2.

b) N’ est pas un sous-espace vectoriel, car lamatrice nulle n’ appartient pas
acet ensemble.

¢) Une base est formée des matrices 10 , 00 et 01
00 01 10

=dim=3.

SECTPER SoitveV,NnV,oVeV,etveV,
SoitV e VNV, & i,

MontronsqueVv’ + Ve V, N V]

Comme V, a une structure d’ espace vectoriel, V. + Ve V,
De méme dans V,.
Ains V' +Vve V, etV +Ve V,doncv +ve V, NV,

Montronsque o -V e V, N V]
Méme idées.
SCEEVE sans corrigé.
SCEEPER o) dim(s) =2, base: ((3;1;0); (-1;0; 1)
b)dim(S) =1, base: ((4;-5; 1))
Exercice2.38: FEVEZTY b) Vrai. c) Vrai.

d) Faux, il s'agit delabase ordonnée:
((1:0:0;0),(0;1;0;0),(0;0;1;0),(0;0;0;1)).
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QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

Eléments de réponses Chapitre 3:

3M o — Jt 2022

Un corrigé seravu avotre demande

a) Testlinéaire

b) Tn'est paslinéaire car par exemple T(2(1 ; 1)) # 2T(1; 1)
c) Testlinéaire

d) Tn'estpaslinéairecar T(0; 0)#(0;0;0)

e) Tn'estpaslinéare car par exemple T(2(0 ; W/2)) # T(0 ; m)

soitu,ve Eet ae IR Il Sagit donc de vérifier que:
(f+a)u+v)=(f+g))+(f+g)(v) et (f+g)(a-u)=a-(f+g)u)
Cequi s obtient comme chaines d’ égalités:

(f+g)u+Vv)=f(u+v)+g(u+v)=f(u)+f(v)+g(u)+g(v)
=(fU)+g)+(fV)+9W)=(f+g)u)+(f+g)v)

(f+g)(a-u)=f(a-u)+g(a-u)=a- f(u)+o- gu)
=a-(fu)+g)=a:(f+g)u)

Quelquessoientfetge D([a; b]) eto e IR
a) Oui, car:
T(f+g)=2(f+g)=2f+2g=T(f)+T(9)
T(o f)=2(a f)=a-(2f)=a-T(f)
b) Oui, il s'agit a nouveau de constituer 2 chaines d' égalités :
T(f+g)=...=T(f)+T(g) & T(a f)=...=a T(f)
¢) Oui d) Non
a) (1;2;-3=-3(3;2:1)+2(5;4,0
b) T(1;2;-3)=T(-3(3;2;1)+2(5;4,;0)=-3T(3;2; 1)+ 2T(5; 4, 0)
=-35;4;00+23;2;1)=(-9;-8; 2
S oy, ..., 0, sont telsquea,v, + ... oV, =0, aors:
TO) =T(owv, + ... + o v,) = o, T(v,) + ... + 0, T(V,) =0.

Onadonco,=...=0,=0

o &
N

Lamatrice représentant T est

|
©
MO N O
ow

Exercice3.16 : [y

QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

[ Exercice 3.8 - [N Il IS N oA 20
00 2 00 01
10 1 2 3
d A=| 0 1 e A=| 4 5 6
11 7 8 9
[ Exercice3.9: [OWNIEN pa-2f L 1] gal-l
1 2\ -1 1 11
SCEENE o) A= 110 b) A= 111
01 -1 21 1
1000 1000
. 1200 0100
[ Exercice3.11: | = A=
Exercice3 11 JRUN S I B)efe=| 551 0
0011 0001
1000 O
SEECENA @) (Ac=| -110 -3 -1 b)L(1;1;2;3;5=(1;-14;9)
000 3 O
0 -10
SCEEICENERN | a matrice représentant cette symétrieest: A=| -1 0 0
0 0 1

Exercice3.14 : a) A=( cost -sinf ).Déjévumthéorie,majsvousdevezétrecapabledeIerefajre.

=T A=| 0 10

sin6  cosH

b) A=( 3 -1 )
6 -2

100
—-1-10
10 -1/2
=l 0 1 -1/2
00 O
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2/3 -1/3 -1/3

[SCEENE 2 M= -1/3 2/3 -1/3
-1/3 -1/3 2/3

b) Que pouvez-vous affirmer au sujet des positions respectives des
images des 3 vecteurs de base ?

3/7 6/7 -2/7

ECEEEREE 9 M=| 6/7 -2/7 3/7 b)M?=1d,
217 317 617

SEEIEENCHI o) Peut étre vu ensemble (& votre demande)

100
b) sMg=| 2 1 0
011

c) M estinversible < det(M) =0

1 00
Miz| -2 1 0
2 11
1 1
d) Il sagitderésoudre M -v=| -2 | v=M"1]| -2
-3 -3
1
ov=| -4 | o f(X)=x2-4x+1
1

STEEEEEVIR a) En considérant comme base canoniquede C: B = (1;i):
-1 -1
M. =
w3
3 1 -1
b M) =M3=2
)(ﬁ 45) (1 1 )
. z 3 1 3_1 1
¢) Il s agit de résoudre M -v=( 0 J & v=(M? ( J
<:>v=1 1 1)1 S V= 14 = z=}-1i
4\ -1 1 0 -1/4 4 4
[SCIEEEFARE] Un corrigé seravu avotre demande
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Exercice3.22: IO b)uoT=ToU=E -3 1
4 -1 -3
c) non, par exples T est laméme rotation et U la projection sur Ox, aors

UoT=ToU
[SCEEEFERE] Un corrigé seravu avotre demande

2 -J6 -6 2 J6 6

Exercice 3.24: A=E J6 3 -1 ou A=1 6 3 -1
4 4

J6 -1 3 6 -1 3

)

1 -1 2
.Ve"=r!|de've=%( 1 2 )[ 3
1 || -4/5 _ -1/3
4 715 8/3

ou v€=€|de‘vé=§(

cuc dou-| 1 B V(1) (45 cus (1) (s
Cere e a3 ) \1) (a5 o35 ) 1) | el5

; : 2 3 3 2
SCEIEEV &) A= =
) A o -1 A 2 -2
b) 1%¢méthode :

T3;1)=(1;-2;-5)=1f,+0-f,~2-f, |
T(G;2)=(2;1;-3)=3f+1.f,-1.1, 1A=
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SCEEEVIA b) 2°™ méthode :
f ’%= f |dcancmique : canoniquepkanonique . wnoniquelde

1

f Ae= ( canoniqueldf ) ' canoniquep\:anonique ! canuniquelde

f 22 0 1 13
TA?=7-12-1--513(35J=01
8l 2 12 -7 16 12 2 1
000
L= 020
004
STEEIEVER o) T(1;0) = (-5/4; -3/4) et T(0; 1) = (3/4 ; 5/4) donc A=[ ‘212 g;j)

b)

L= - TWI-@wI |_ . (10
u,=(3:1) = T(3;1)=(-3;-1) vtlo a1

iy

ad <[ 13 & g 18 3/8
3 3/8 -1/8
€T9=[

13)(1 0 |[-wus 38 \_( -5/4 3/4
31 0 -1 3/8 -1/8 -3/4 5/4

SELEERVERN Indication : Je vous propose de travailler sur cette figure, mais de ne pas
lirela suite dela résolution avant la fin de la votre.

&y,
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[SETEIERVERN | es 3 matrices & considérer sont

V212 212 0 V212 212 0
Jdd = V272 V212 0 |, ,ld.=| 2/2 J2/2 O
0 0 1 0 0 1
100
et T,=| 0 O 1 | pourfinalementobtenir:
0 -10

12 12 22
T=| w2 w2 22

V2i2 212 o

[SCELEEEEEORE] Un corrigé seravu avotre demande

a) 2) Ker(T) : axe Oy, Im(T) : axe Ox
3) dimKer(T) =dimIm(T) =1

b) 2) Ker(T) : I'origine O, Im(T) : IR?
3)dimKer(T)=0etdimIm(T) =2

c) 2) Ker(T):I'origine, Im(T) : IR®
3) dim Ker(T) = 0 et dim Im(T) = 3

d) 2) Ker(T) : axe Ox, Im(T) : Plan Oyz
3)dimKer(T)=1etdimIm(T) =2

4) 1l semblerait que dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim (Espace vect)
a) Ker(T)={(t;-t;0)|te IR} est dedimension 1. Une base est donnée
par (1;-1;0)

b) Ker(T)={(0;t)|te IR} estdedimension 1.
Une base est donnée par (0; 1)

c) Ker(T)={0} ={(0; 0)} estdedimension 0. Pas de base
d) Ker(T)={0} ={(0; 0)} est dedimension 0. Pas de base

e) Ker(T)={(t;-2t;t)|te IR} est dedimension 1.
Une base est donnée par (1;-2; 1)
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1) a) Testniinjective, ni surjective.
b) T estinjective et surjective donc bijective.
c) Testinjective et surjective donc bijective.
d) T estni injective, ni surjective.

2) a) Tn'est pasinjective mais est surjective.

b) T est ni injective, ni surjective.
c) Testinjective et surjective donc bijective.
d) T estinjective et non surjective.
€) T estni injective, ni surjective.

8){(7:3; 1)

7 0
b) Al 3 |=| 0
1 0

c) A? représente FoF . Comme F(F(x))=0,A?=0

a) F(1;2;3)=(1;1;2)
b) Ker(F)={(0;t;t)|te IR}
c) Lessolutionsde Av=vsontdelaforme(o; o ;p)aveca, e IRetil
est facile de voir que Im(F) ={(a; a; B) | o, B e IR}
d) C'estlaprojection sur le plan d’ équation x, = X, parallélement ala

X=X

droite d’ équations
X =0

a) rang=2
b) Ker(Ly)={c(2;0;1;0)+B-(0;-1;0;3)|o,Be IR} et
dimKer(L,) =2
c) ImLy)={c(0;0;1)+B«(1;0;0)|0c,BelR}etdimIm(L,) =2

[SCEEEE 2) k=letk=-2

b) k=-2
1 1 1 -1

0 AT=Z| 1 -1 1 |,v=(U2;12;-1/2)
211 1

[ESEEREEEEE 2) dimKer(F) =2
b) impossible car { dim Ker(T)-+ dim Im(T) - 3
dimKer(T) =dim Im(T)

c) injective donc dim Ker(R) =0 donc dim Im(R) = 3

n’admet pas de sol entiére

SCEEEREER Ker(T) =0

non car dim Im(A) = 1 donc dim Ker(A) = 1 donc A non injective.
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[SCEEEEEEEE] Un corrigé seravu avotre demande

SCTEEEEEZHll a) rang A=rang A’ =2 b) rang B =rang B" = 3
c)rangC=rangC' =3 d)rangD =rangD'=1

SEEEEYER S\ =-20aorsrang A= 3, sinonrang A= 4

100 2
. . 0100 _ : : .
a) 0010 b)rangA=3 ) dimension de!’image vaut 3
00O00O
d) dimension du noyau vaut 1 e) unebaseest (-2;0;0;1)

Exercice 3.45: RS

0 L .
} , latransformation inverse n’ existe pas

(elle n' est pas bijective)

cosd -sinf cosd sinf .
b) A= , B= , |les 2 matrices sont
sin6  cosH -sin® coso

inverses, AB=BA=1Id

1 00 1 00
c)A=| 0 -1 0 |,B=| 0 -1 0 |[,les2matricessontinverses
0 01 0 0 1
0
d) A=| 0 1 0 |[,latransformationinversen’existe pas
001

(elle N’ est pas bijective)

SEEIERECHN a) Aestinversiblesi et seulement si A = -1 et

1 A 1 A
e
AR I C AN |
1 % A2 A8
2
b) B est tovjoursinversibleet B*=| 0 1 -A A
00 1 -A
00 0 1

3M o — Jt 2022
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Eléments de réponses Chapitre 4:

3M o — Jt 2022

a)
b)
0)

a)

b)

b)

a)l
b) 1

Oui, un vecteur proprev = (-2 ; 1).

Remarquons que n’'importe quel multiple de ce vecteur est aussi un vecteur propre.
Non.

Oui, un vecteur proprev=(1;1; -1).

Tous les vecteurs vont subir cette rotation d'angle 6. Ainsi donc, v et
R(V) ne seront jamais colinéaires, car I’ angle entre ces 2 vecteurs = 6.

Tous les vecteurs de IR? sont des vecteurs propres. La valeur propre
associée est de —1. Il sagit en fait d'une symétrie centrale dont le centre est
I’ origine ou encore d' une homothétie de rapport —1.

Tous les vecteurs de IR? sont des vecteurs propres. La valeur propre
associée est de 1. Il s agit en fait de I’identité.

| s'agit de créer une chaine d' égalités: L(ow) = ......... =Aow).

| s'agit de créer une chaine d' égalités: L(u+Vv) = ......... =Mu + V).

c) Et deconclureici que: L(w) = ......... =AMw).

a) .

b)

C) e

d)e

DK

Valeur propre A = 1, vecteur propre associev = (0; 1),
espace propre V,-; ={(0; t) |te IR} =axeOy.

Valeur propre A = -1, vecteur propre associév = (1; 0),
espace propre V, ., ={(t; 0) |t IR} = axe Ox.

Valeur propre A = 1, vecteur propre associév = (1; 1),
espace propre V, ., ={(t; t) | te IR} =droited équation x—y = 0.

Vaeur propre A = 0, vecteur propre associéw = (-1 ; 1),
espace propreV,_, ={(-t;t) |t e IR} =droited équation x +y =0.

Vaeur propre A = 1, vect. propres associésv=(0;1;0)etw=(0;0;1)

espacepropreV,_; ={(0;t;u) |[tetue IR =plan Oyz

Vaeur propre A = 0, vecteur propre associés=(1;0; 0),
espace propre V, .o ={(t;0;0) |[te IR} =axe Ox.

Valeur propre A = 1, vect. propresassociesv=(1;0;0) etw=(0;0; 1)

espace propre V,.; ={(t;0; u) |tetue IR} = plan Oxz.

Valeur propre A = -1, vecteur propre associés=(0; 1; 0),
espace propre V,-; ={(0; t; 0) |te IR} =axeOy.

Valeur propre A = 1, vect. propresassociésv=(1;0;0) etw=(0;1;1)

espace propre V,.; ={(t;u; u) |tetue IR} =plan d’ égquationy —z=0.

Valeur propre A = 0, vecteur propre associés=(0; 1; -1),
espace propre V,.o={(0; t;-t) |[te IR.

QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

a) V;-={(0;1)|te IR debase{(0; 1)}
Vies={(2t; 1) [te IR debase{(2; 1)}

b) Vi.,={(t;t;3t)|te IR debase{(1;1;3)}

€) V,.;={(-2t-3u;t;u)|tetue IR} debase{(-2;1;0);(-3;0; 1)}
Vies ={(t;-t;2) [te IR debase{(1;-1;2)}

S 2 3 50 1 -1 4.0

‘ !

uiles @ |32 -110|~|0 5 -1310 | parexenple
55 60 00 0'!0

S={(-7t; 13t; 5)|tc IR}
b) 1a3"™ ligne peut s écrire comme combinaison linéaire des 2 premiéres.
On seretrouve alors avec 2 équations pour 3 inconnues.

c) Det (A) =0 car on peut ramener la matrice & une matrice contenant une
ligne de zéro et développer son déterminant par rapport a cette ligne.

a) A2-4A-45=0  A=9etA=-5
b) A2—2,—1=0 A=1242
€ M-6L+9=0 A = 3 (de multiplicité 2)
d) A2-9A+32=0 pas de valeur propre réelle (mais des complexes !!)

L’équation caractéristique de cet endomorphisme est A*+1=0,
n’ admettant aucune valeur propre réelle donc pas de vecteur propre

a) X-22+1=0 A =0et =1 (demultiplicité 2)
b) -A*—3A?+ 4 =0 (afactoriser avec letruc du reste)
A=1etd=-2(demultiplicité 2)

a) A—202+1=0
b) A =0demultiplicité 1, A = 1 de multiplicité 2.
c) V,.o={t-(-1;1;0)|te IR} droite vectorielle dedim 1.
V,.,={t:(-2;1;0)+u-(1;0; 1) |tetue IR} planvectoriel dedim 2.
d) Il s'agit d'une projection sur le plan x + 2y —z = 0 (espace propre

-1
associé alavaleur propre A = 1) dedirection d=| 1 | (espace
0

propre associé alavaleur propre A = 0).
[STTYNNHN || suffit d’ observer le degré de |’ équation caractéristique & résoudre

SCEEEEYH | es valeurs propres d’ une matrice triangul aire correspondent aux ééments
diagonaux de cette matrice, iCi : @;;, @y, ags

SETIEENERN | es valeurs propres de cette matrice triangulaire sont:
A, = -1 (demultiplicité2) et A, =2.
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Exercice4.14: a) AB-A2-1+1=0

Exercice4.15:

Exercice4.16:

Exercice4.17 :

Exercice4.18:
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b)
©)

d)

A =-1ldemultiplicité 1, A = 1 de multiplicité 2.

V., ={t-(1;1;-1)|te IR} droite vectorielle de dimension 1.
V., ={t(1;-1;0)+u-(1;0; 1) |tetue IR} plan vectoriel de
dimension 2.

Il s'agit d’une symétrie orthogonale par rapport au planx +y—z=0.

11 s'agit d’ une symétrie oblique par rapport au plan z = O (espace propre associé a

1

lavaleur propre A = 1) de direction d=| 1 |(espace propre associé alavaleur propre A = -1).

a)
b)

©)

a)

0

a)

©)

d)

9

f)

1

Lamatrice est triangulaire donc A = 2 de multiplicité 3.
V,,={t-(1;0;0)+u-(0;1;0)+v-(0;0;1)|t,uetve IR}

I s agit donc de IR® lui-méme. En fait, tout vecteur est vecteur propre.
Les résultats précédents correspondent bien a ce que I’ on attend de la
transformation géométrique qui est une homothétie de rapport 2.

A = 5demultiplicité 1 et A = -3 de multiplicité 2.

Vs ={t-(-1;-2;1) [te IR}
V,_s={t:(-2;1;0)+u-(3;0;1)|t,ue IR}

Si I'on considére la base formée par les vecteurs propres ordonnés

50 0
selon lesréponsesa) etb) ona A,,,.=| 0 -3 0
0 0 -3

A°+807+3\=0
A=0, A= -1/2, n= -3/2
La base € est constituée des vecteurs propres associés aux valeurs
propres respectives :
€=(1;1:-9):(1;1;-2):(1;-1;0)

1 1 1 101 1
Jdo=| 101 -1 Jdo=(.1d,) " =| -1/2 172 -1
-1 -2 0 12 -1/2 0

On peut contrdler que:
1 1 1 0 0 0 1 1 1 -1/2 1 1/2

1 1 1|0 -1/2 0 -1/2 -1/2 -1 |= 1 -1/2 1/2
-1 -2 0 0 0 -3/2 /2 -1/2 0 -1/2 -1/2 -1

0 o 0
(«A)'=| 0 (172" 0
0 0 (32

(A= (0 A ) (1 A1) =10, AT I,

91/16 -365/64 -1/64
(eA) = old,  AS-,1d,=| -365/64 91/16 -1/64
/64 164 132

Exercice4.19: JE

Exercice4.20:

b)

©)

d)

a)
b)

©)

d)

QUELQUES REPONSES AUX EXERCICES

A-A%-A+1=0
v, ={t-3;-3;1)|te IR
V,, ={t-(1;1;0)+u-(-1;0;3) |tetue IR}

r=-1 =1

100 3 1 -1 (3 81
eHe=| 0 101, Jd=| 31 0 |, ,ld=) 9 10 3
001 10 3 11 6
3 1-1|(-100] (3 -31 1 18 -6
3100 10|=]9 103|-=181 6
103]l0o01]¥-11 6 %6 6 17

Les images des vecteurs de la base canonique correspondent aux 3
colonnes de la matrice H, . Ces 3 vecteurs sont bien orthogonaux entre
eux et denorme 1.

3
11 s'agit de la symétrie orthogonale vectorielle de direction \7={ -3 ]
1

A=1, A=-1
e‘Ae.=[ é _01 ] par rapport alabase€ =((2;1);(1;-2)

2 1 2 1
Idg = , elde=Z
ee(l-z) 265(1-2]

1( 3 4
epb=e|de"e'pé“e‘lde=g[ 4 _3)
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