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Analysis 1 Kapitel 1

1 Funktionen 1

Die Analysis ist ein Teilgebiet der Mathematik. Sie findet jedoch auch Anwendung in der Infor-
matik, in der Chemie, in der Biologie, in der Wirtschaft, usw. Als Analysis bezeichnet man im
Allgemeinen den Teil der Mathematik, der die Methoden der Infinitesimalrechnung benutzt. Die
wichtigsten Teilbereiche der Analysis sind: Infinitesimalrechnung, Theorie der Differentialrech-
nung, Integralrechnung, Funktionstheorie. Der Ausdruck , Funktion“ wird seit Ende des XVII
Jahrhundert gebraucht, als die Mathematiker Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz die
Infinitesimalrechnung unabhéngig voneinander entwickelten. Danach hat sich die Analysis auch
dank Leonhard Euler (schweizer Mathematiker) weiter entwickelt.

1.1 Funktionen

Definitionen. Eine Funktion f ordnet jedem Element x einer Definitionsmenge D genau ein
Element y einer Zielmenge Z zu (eindeutige Zuordnung).

Bemerkung. Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allgemeinen nicht ! Das heisst, ein Element
y aus der Wertemenge W kann durchaus mehreren verschiedenen Elementen aus der Definiti-
onsmenge D zugeordnet worden sein.

Diagramm Schreibweisen Sprechweisen
[39:4s..
f(x)
Funktion
Dy
D 1%
Wy
frix—a?
Keine Funktion
flx)y=2zx—-1
y=2x—1
Ny
D 1%
Gy

ExrC 1 2M



Kapitel 1 Analysis 1

Aufgabe 1.1. Kann der Graph zu einer Funktion gehéren 7 Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

b) c)

Aufgabe 1.2. Driicken Sie die Aussage in mathematischer Kurzschrift aus.
a) Durch die Funktion f wird der Zahl 3 die Zahl 10 zugeordnet.

b) Die Funktion g nimmt an der Stelle 5 den Funktionswert 12 an.

c) Die Zahl 3 gehort nicht zur Definitionsmenge der Funktion f.

d) Die Funktionen g und f nehmen fiir x = 2 denselben Funktionswert an.

e) Alle Funktionswerte der Funktion g sind positiv.

Aufgabe 1.3. Richtig oder falsch ? Begriinden Sie Ihre Antworten.
a) Eine Parallele zur a-Achse kann nicht Graph einer Funktion sein.
b) Eine Parallele zur y-Achse kann nicht Graph einer Funktion sein.

c) Jede Parallele zur x-Achse hat mit dem Graphen einer beliebigen Funktion hochstens einen
Punkt gemeinsam.

d) Jede Parallele zur y-Achse hat mit dem Graphen einer beliebigen Funktion hochstens einen
Punkt gemeinsam.

Aufgabe 1.4. Gegeben ist die Funktion f(x) = 3v/4 — x2.

a) Geben Sie die Funktionswerte an den Stellen —1 und /3 an.

b) Berechnen Sie f(0), f(2) und f (g)

2M 2 ExrC
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1.2 Einige wichtige Funktionen und ihre Schaubilder

Konstante Funktionen f(z) =k

Die Graphen dieser Funktionen sind horizontale Ge-
raden durch den Punkt P(0; k).

Beispiel: f(z) =3

4 -3 -2 -1 | 1 2 3 4
e

Lineare Funktionen f(z) =m-x+h

Thr Graph ist eine Gerade mit der Steigung m und
dem y-Achsenabschnitt h.

o Ay __ Hohendifferenz
= A

m
Léngendifferenz

43 a2 -1 |12
A

Sonderfalle von linearen Funktionen

flx)=m-z

Thr Graph ist eine Gerade durch den Ursprung mit
der Steigung m. (Ursprungsgerade)

ExrC 3
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Quadratische Funktionen

f(z) =az®+br+c

Ihr Graph ist eine Parabel.
Die Schnittpunkte mit der x-Achse erhdlt man durch
das Losen der Gleichung az? + bz + ¢ = 0.

Beispiel: f(z) =22 —1

2M 4
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Funktion dritten Grades

f(@) = az® + ba® + cx +d

Thr Graph ist eine Kurve mit hochstens 2 , Kriim-
mungen“ und hochstens 3 Nullstellen.

flx)=(z+4)(x+1)(z —3)

Polynomfunktion n-ten Grades
f(x) = anxn + an—lmn_l + ...+ a1x —+ ago

e Thr Graph ist eine Kurve mit hochstens n — 1
L,2Krimmungen“ und héchstens n Nullstellen.

e Um ihren Graphen zu skizzieren muss man ei-
ne Faktorzerlegung und eine Vorzeichentabelle
machen

ExrC 5
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Kapitel 1 Analysis 1

Polynom P(Z) 202+ +1
(x+1)(x—1)

Rationale Funktionen f(z) = Beispiel: f(z) =

Polynom (.’L‘ )

Es handelt sich um den Quotienten zweier ganzratio-
naler Polynome P(z) und Q(z).

Wurzelfunktionen f(z) = /P(x) Beispiel: f(z) = +/z — 1

e Bei diesen Funktionen steht unter dem Wurzel-
zeichen ein Polynom

o Vorsicht bei der Definitionsmenge: Der Radi-
kand muss grosser oder gleich Null sein (P(z) >
0).

2M 6 ErC
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Die Betragsfunktion f(z) = |z|

zfirx >0
—xfuirz <0

f(z) = |x] :{

Dies ist eine wichtige abschnittsweise definierte
lineare Funktion.

Beispiel: f(x) = |z

Spezielle Potenzfunktionen f(z) = 27! =1

Der Graph dieser Funktion heisst Hyperbel.

Aufgabe 1.5. Bestimmen Sie (rechnerisch) jeweils die Nullstellen und skizzieren Sie den Gra-

phen folgender Funktionen.

a) f(z)=2x—-1 b) f(x)=2% -2z

c) f(z)=+vVx+2 d) f(x)=lz|+1

ExrC 7
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1.3 Definitionsmenge und Vorzeichentabelle

Definitionen. Die Definitionsmenge von f, geschrieben Dy, ist die Menge aller z-Werte,
auf die f angewendet werden soll. Mit anderen Worten: D; bestimmen heisst, die Menge aller
x-Werte suchen, fir die f(z) existiert.

Bemerkung. Wir kennen drei verbotene Rechenoperationen:
1.
2.
3.

Definitionen. Die Vorzeichentabelle ist eine Methode, eine Ungleichung zu lésen oder die
Vorzeichen (+ bzw. —) einer Funktion zu ermitteln und tabellarisch darzustellen.

Beispiele. Machen Sie eine Vorzeichentabelle folgender Funktionen:

a) f(x)=3x—-6

b) f(x)=-5x—3

c) f(r)=22+52+6und g(z) = —2> — 52 —6

d) f(x)=2%>+6z+9

2M 8 ErC
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e) f(x)=2®+4z

_332—1

X

f) flx)

g) f($):m

X

vVr+3

Aufgabe 1.6. Bestimmen Sie bei den folgenden Funktionen jeweils die Definitionsmenge und
machen Sie eine Vorzeichentabelle.

a) f(x)=2x-38
d) f(x)=—-322-27

z—3
g) f(x):m

j) fle)=vVx+2-/—x+8

b) f(z)=—z+3

e) fx)=v-3x+6

h) f(@) =" 3,5

k) f(z) =log(—2z +4)

3+ a2 — 12z

c) f(r)=222—-5x-3

) fe) =

. 3 — 22— 17z — 15
) flz)= —z2 + 64

) flx)=Vad—22 17Tz - 15

ExrC
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3

22 — 3z T
m) f(r) = log (33_4;’2& n) f@)= Vg FT) o) f() = o

2

2M 10 ErC
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1.4 Trigonometrie
1.4.1 Winkel
Die Winkel kann man in Gradmass oder in Bogenmass berechnen.

Was ist ein Bogenmass ?

Aufgabe 1.7. a) Geben Sie den Wert der folgenden Winkel im Gradmass an:

s 2w

b) Geben Sie den Wert der folgenden Winkel im Bogenmass an:

4) 45°  5) —120°  6) 720° 7) 15° 8) 210° 9) — 270°

1.4.2 Der Einheitskreis
Der Einheitskreis ist ein Kreis mit Radius 1LE (Léngeneinheit).

ErC 11 2M
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Aufgabe 1.8. Zeichnen Sie in Threm Heft einen Einheitskreis (ein Hauschen in Threm Heft soll

gleich 0.1LE sein). Schéitzen Sie dann (ohne Taschenrechner !) die Werte von:

a (Gradmass) sin(a) cos(a) tan ()
27°
135°
200°
Aufgabe 1.9. Gibt es einen Winkel a # 32°, fiir den gilt:
a) sin(a) =sin(32°) 7
b) cos(a) = cos(32°) ?
c) tan(a) = tan(32°) ?
1.4.3 Wichtige Winkelwerte
a (Gradmass) | a (Bogenmass) sin(a) cos(a) tan(a)
0°
30°
45°
60°
90°
180°

2M
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1.4.4 Trigonometrische Gleichungen
Beispiel. Losen Sie folgende Gleichungen.
2
a) cos(z) = [
2
b) 3tan(z) = /3
. 1
c) sin(2z +30°) = B
Aufgabe 1.10. Losen Sie folgende Gleichungen.
3 1
a) sin(z) = \2[ b) cos(x) = D) c) 4sin(z) = -2
2
d) tan(x) = —\gg e) sin(2x) = —\Qf f) 3cos(dx) = —%
V11
g) sin(z) = — h) tan(2z 4 20°) = —1 i) cos(4x —45°) —
ErC 13 2M
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2 Funktionen 11
2.1 Bild und Urbild

Definitionen.

e Ist f: A — B eine Abbildung (Funktion) und gilt f(a) =b (a € A und b € B), so heisst b das
Bild von a und a heisst Urbild von b unter der Abbildung f.

e Die Urbildmenge von b besteht aus allen @ € A mit f(a) = b. Man bezeichnet sie mit f~!(b)
und nennt sie auch kurz das Urbild von b.

e Unter der Bildmenge f(A) versteht man die Menge f(A) := {b € B| es gibt ein a € A mit
f(a) =b}. Es gilt f(A) C B.

Beispiele. Hier ist eine Funktion durch ein Mengendiagramm dargestellt. Fiillen Sie die Liicken

F)=......
\\ )=
N 123 = ...
{4 =
4 e =......
flA)=......

X/

"""""""""""""""""""""""" f)y=......

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, FLo) =......
F033) =......
FHU=4;0) =......
FU=B) =......
F(A) =......

2M 16 ErC
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Beispiel. Die Funktion f(z) = 22 + 3z — 18 ist gegeben. Berechnen Sie:

f2)

f71(10)

F=H([=8;36))

ErC 17 2M
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Aufgabe 2.1. Die dargestellte Kurve ist der Graph einer Funktion f:

a) Bestimmen Sie durch Ablesen am gegebenen Graphen

die Bilder von —1 und 0 der Funktion f. y
b) Bestimmen Sie durch Ablesen f(2). 7 4l
c¢) Bestimmen Sie durch Ablesen die Urbilder von —2, 3|
von 1 und von 3 der Funktion f.

2 4
d) Losen Sie die Gleichung f(z) = 2 graphisch.
e) Bestimmen Sie die Anzahl der Losungen der Gleichung !

z)=0. : : : :

/() -3 -2 -1 1 2\3 4
f) Wie lautet die zweite Koordinate des Punktes, dessen -1
erste Koordinate 1 ist ? o
g) Fir welche positive Zahl x ist der Funktionswert 1 7 3l
h) Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes der

Kurve, bei dem beide Koordinaten identisch sind.

Aufgabe 2.2. Gegeben sind die Funktionen f(z) = 322 + x — 5 und g(x) = 2z + 3.
a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f und g.

b) Bestimmen Sie die Bilder von 2 und —3 der Funktion f.

¢) Bestimmen Sie die Urbilder von 5 und —6 der Funktion g.

d) Bestimmen Sie die Urbilder von 5 und —6 der Funktion f.

e) Bestimmen Sie g~!([—1;4]).

f) Bestimmen Sie f(A).

Aufgabe 2.3. Gegeben ist die Funktion f(z) = % Bestimmen Sie:
a) f(4) b) f(3) c) 4f(x) d) f(4x)
e) flz+4) f) f(4)+ f(z) g) [f(-=) h) —f(x)

2M 18 ErC
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2.2 Lage- und Formanderungen von Funktionsgraphen

Beispiel.
Wie kann man den Graphen x f(x) f Yt
einer Funktion g aus dem ge- -5 T
gebenen Graphen einer an- 4 27
deren Funktion f ohne Rech- 1 o
I I I | | ira) I I I I I I |
nung herleiten ? -3 ‘_‘6‘_ ‘_‘2 ‘U] ‘ 2 ‘ 4 1
Sei die Funktion f gegeben —2 _
durch: -1
f(z) = 2% + 4x. 0 4]
a) g(z) = —f(z) b) g(z) = f(-x)
Y Y
f f |
2 21
R z || ol z
re! > - 0 Y
-6 — —2 ) 2 4 -6 — —2 ) 2 4
4 —4

¢) g(z) = f(x)+k (im Beispiel sei k = 3) d) g(x) = f(x+k) (im Beispiel sei k = —5)

yl
/ | f yl
2 o |
O — x A x
-6 ¥ -2 ) 2 4 6 M 9 Y ) 9 4
/4 /4
e) g(z) =k- f(z) (im Beispiel sei k = 3) f) g(x) =|f(—x)|
f f i
2 2|
ira) x\l | ! ra\ I .CU}
6 N -2 h 2 4 6 M -2 b 2 4
4 —4
ErC 19 2M
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Aufgabe 2.4. Skizzieren Sie ausgehend vom Graphen der jeweiligen Elementarfunktion den
ungefihren Verlauf der Graphen der folgenden Funktionen:

a) f(z)=a"-2 b) f(z) = (z—3)°
1 X 1 X
1 1 — I >
1
c) f(a:):x+2 d) f(z) =2V~
y! Y1
1 b T
i s “‘
e) f(z)=—[z—3 f) flz)=lz+2[-3
1 X 1 X
1 | | 1

2M 20 ErC
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Aufgabe 2.5. In allen folgenden Koordinatensystemen ist die Funktion f(z) = 23 — 322 abge-
bildet. Zeichnen Sie in diese Koordinatensysteme die Graphen der folgenden Funktionen:

a) g(r)=f(x) -1 b) g(z) = f(z +3)
Y+ yt
1 T 1 .
1 ] 1
c) g(x) =—f(z) d) g(z) = f(-=z)
y y
1 7 1 r
| Ed | ]
e) g(x)=|f(z)| £) g(z) = f(|z|)
y y 1
1 T 1 r
! Ed ! ]

ErC 21 2M
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8) o) = /() h) g(a) =~ f(~)
2 dl
1 | ] K 1 1 — a
N - N

2.3 Verkniipfung zweier Funktionen
2.3.1 Operationen

Definitionen. Seien f und g zwei Funktionen. Man definiert ihr(e) Summe, Differenz, Pro-
dukt und Quotient folgenderweise:

(f+9)(z) = f(z) +g(x)

(f —9)(x) = f(z) — g(x)
(f-9)(x)=f(x)-
f _ @)
(g) (@) = g(x)

o Die Definitionsmenge der Funktionen f + g, f — ¢ und f - g ist der Durchschnitt der
Definitionsmengen von f und g.

e Die Definitionsmenge der Funktion i ist der Durchschnitt der Definitionsmengen von f
g
und g, jedoch ohne die Nullstellen von g.
Bemerkung. Man kénnte noch andere Operationen definieren, wie zum Beispiel:

(f *9)(x) = f(z) + ¢*(2)

r+1

Beispiel 1. Seien die Funktionen f(z) =z und g(z) = . Berechnen Sie:

a) (f+g)(z)=

2M 22 ErC
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Aufgabe 2.6. Berechnen Sie (f + g)(x), (f —g9)(x), (f - g9)(x), <£> (z) und geben Sie jeweils

die Definitionsmenge an.

1 2x T

a) f(x):3xundg(x):x+2 b) f(a:):x74undg(x):x+5

2.3.2 Verkettung
Seien die drei Mengen: A = {0;1;2;3}, B={0;1;2;3;4;5;6}undC ={0;1;1/2;1/3;1/4;1/5;1/6}

und die Abbildungen:

ftA— B g ... » C
T — 2x y — 1/y

Man kann die Diagramme der Abbildungen f und g zeichnen, und die Menge B nur einmal
zeichnen:

Man wendet zuerst f und dann g an. Durch diese Verkettung wird also einem Element der
Menge A ein Element der Menge C zugeordnet:

Definitionen. Die Verkettung zweier Funktionen f und g, (geschrieben: g o f, man sagt ,, g
Kringel f ,,) ist folgenderweise definiert:

(g0 f)(x)=g(f(x))

Die Definitionsmenge von go f ist die Menge aller x der Definitionsmenge von f, sodass f(x)
in der Definitionsmenge von g ist.

ErC 23 2M



Kapitel 2 Analysis 1

Bemerkungen.

e Vorsicht | Die Verkettung ist kein Produkt.

e Die Reihenfolge, in der man die Operationen durchfiihrt, ist nicht dieselbe, wie man sie
schreibt.

Beispiele. Berechnen Sie jeweils (f o g)(z) und (g o f)(z):
a) f(z)=2?und g(z) =2z +1

b) f(z)=2?+1und g(x) = é

c) f(x)=+/zund g(x) =22 —6

Bemerkung. Die Verkettung ist generell nicht kommutativ:

fog#gof

2M 24 ErC
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Aufgabe 2.7. Seien die Funktionen f, g und h gegeben:
f(x)=3z g(x)=22x—-1 h(z)=2>

Berechnen Sie:

a) f(g(x))
d) f(g(h(z)))

b) g(f(z))
e) g(f(h(z)))

c) f(f(x))
£) h(g(h(x)))

Aufgabe 2.8. Die folgenden Funktionen sind Verkettung zweier Funktionen g und h, die Sie
finden sollten:

1
a) f(z)= VI T1 b) ()= 5 ¢) flx) = (x+3)
d) f(z) = log(a® + 4) o) f(x) =3 B f() = ﬁjf

2.4 Bijektive Funktionen und Umkehrfunktionen

Erinnerung Die Definition einer Funktion lautet folgenderweise: eine Funktion f ordnet jedem
Element x einer Definitionsmenge D genau ein Element y einer Zielmenge 7 zu.

Definitionen. Gilt die Umkehrung des Satzes oben (eineindeutige Zuordnung), dann heisst die
Funktion Bijektion oder bijektive Funktion. In diesem Fall existiert zur Funktion f eine
Umkehrfunktion f~1.

Beispiel. In welchem Fall ist die Funktion f : A — B bijektiv ?

»,
1 ’»’
@ A B @ A B
= =1
€) A B @ A B
ErC 25 2M
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Beispiel.

f ist eine bijektive Funktion

®h: R — [-3;+00]
2_3

T — I -

2M

26
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Aufgabe 2.9. Skizzieren Sie folgende Funktionen. Sind Sie bijektiv 7

a) fR— R b)g:R— R
z — —2x+3 x— z2—3

C)]’LIR+—>R+
T =N\ T

123456 7897%

Definitionen. Falls f eine Bijektion von A nach B ist, dann existiert eine Funktion f~! von B
nach A. Das ist die Umkehrfunktion, und es gilt:

y=flz)sz=[1""(y)

Bemerkungen.

e Die Umkehrfunktion einer Bijektion ist auch eine Bijektion.

e Die Graphen von f und f~! im kartesischen Koordinatensystem sind symmetrisch zur ersten
Winkelhalbierenden (y = z).

e Ist f umkehrbar, so berechnet man die Funktionsgleichung von f~! durch Vertauschen der
Variablen in y = f(z) und Auflésen nach y:

z=fly)=y=F"(x)

e Die Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen f(x) = 2™ mit n € N*, n eine ungerade Zahl,
sind die Wurzelfunktionen (und umgekehrt). Fiir gerade Exponente soll auf die Definitionsmen-
gen geachtet werden.

e Die Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen sind die Logarithmusfunktionen (und um-
gekehrt).

e Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen sind die Arkusfunktionen (und um-
gekehrt).

ErC 27 2M
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Beispiele. Bestimmen Sie die Umkehrfunktionen der folgenden Funktionen:

a) ffR— R
r— 3z+1

b) s R—{-5} > R-{...}
2z +3

o T+5

c) h: Ry — [3;400]
r = 2%2+3

2M 28 ErC
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Aufgabe 2.10. Bestimmen Sie die Umkehrfunktionen folgender Funktionen. Geben Sie jeweils
die Definitions- und Wertemengen an.

a)flle—HR fQIR—)R
T T T +— 3x
b) f3: R — R f4: R* — R*
1
T — 2z +3 T = —
T
C) f5Z R+ —)R+ f6Z R_ —)R+
r = x? r = x?
d) fm R-—{1} > R-{...} fses R={1} - R-{...}
2z + 1 r+1
T x —
r—1 r—1
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3 Grenzwerte und Asymptoten

Das Unendliche beschéftigte schon im Altertum den Geist der Menschheit. Bis ins 17. Jahr-
hundert war man mit der aristotelischen Definition des potenziell Unendlichen einverstanden.
Potenziell Unendlich nach Aristoteles bedeutet, dass alle Zahlenfolgen endliche Anfangsstiicke
1;2;3;...;n sind, die die Moglichkeit haben, unendlich lang zu werden, ohne aber unendlich je
zu erreichen. Nach dem 17. Jahrhundert begann man, das Zeichen ,,00* zu schreiben, ohne es
wirklich zu brauchen. Erst im 19. Jarhhundert wurden, dank Cauchy, Weierstrass und danach
auch Cantor, das ,,unendlich gross“ und ,,unendlich klein“ als Variablen definiert.

In diesem Kapitel werden wir untersuchen, wie sich eine Funktion an den offenen Réndern ihrer
Definitionsmenge verhélt. Zuerst werden wir verschiedene Moglichkeiten anhand von Graphen
untersuchen. Dann werden Sie rechnerische Methoden zur Bestimmung von Grenzwerten sowie
deren graphische Interpretation kennenlernen.

Beispiel. Betrachten Sie diese Aussage: ,Als der Renner das Rennen gewann, war seine Ge-
schwindigkeit 32km/h“ Wie kann eine Person in einem genauen Moment eine Geschwindigkeit
haben ? Falls man in diesem genauen Moment ein Foto macht, bewegt sich ja der Renner nicht...

Beispiel. In der analytischen Geometrie haben wir gelernt, wie man die Steigung einer Gerade
berechnet. Was passiert mit einer Kurve 7 Bei Kurven ist ja die Steigung nicht konstant...
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3.1 Einfiihrung
Beispiel. Sei die Funktion
3(1 —x)
fz) =
(Ve —1)(z —4)
Bestimmen Sie die Definitionsmenge:
Graph von f:
2Y .
i
|
|
|
|
1 2 3 4 7 x
4l i
—8 1 |
|
|
|
—12 f |
Begriffe und Notationen:
x-Werte Funktionswerte Grenzwerte Begriffe
0
1
4
— fo0
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Aufgabe 3.1. Bestimmen Sie anhand der gegebenen Graphen, die gesuchten Grenzwerte.

Y, WY

A f 4 f
N x N T
1. xll}r_sr_loof(x) = . 2. xli%l"' flz)= ...,
xli}rélJr fly= ........... xll}ﬂpoof(a:) =
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3.2 Grenzwerte von Funktionen an einer Stelle x
3.2.1 Definitionen und graphische Darstellungen
Definitionen.

e Seien xg und g reelle Zahlen und sei f eine Funktion. Die Zahl g heisst dann Grenzwert von
f an der Stelle x(, wenn sich f(x) beliebig nahe an g annéhert, sobald x geniigend nahe an
die Zahl zy geht.

e Man schreibt: li_>m f(z) = g und liest "limes von f(z) fir = gegen x( ist gleich g".
T—T0

Definitionen.

e Gilt lim f(x) = g, so heisst g linksseitiger Grenzwert von x.
=T

e Gilt lim+ f(x) = g, so heisst g rechtsseitiger Grenzwert von x.
x%mo

e Gilt lim f(x)=g= lim+ f(z), so schreibt man kurz lim f(z)=g.

T T—x] T=o

Dann und nur dann ist die Zahl g der Grenzwert der Funktion f an der Stelle xg.

Beispiel. e Der Grenzwert an der Stelle zg = 2 existiert:
Y
f
61 L
4 1
9 Zoom
w . —
T
Ly 1 2
—4

Der Grenzwert lim f(z) existiert und dessen Wert ist lim f(z) = 5.
T—2 T—2

e Beispiel, wo der Grenzwert nicht existiert:

Y
6 f
o /
9 Zoom
1 . —
9 1 2 x
—4

Der Grenzwert lir% f(z) existiert nicht, weil ...
r—r
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Beispiel. Bestimmen Sie anhand der gegebenen Graphen, die gesuchten Grenzwerte:

Kapitel 3

T T
| . I !
SR
1 1 _ !
e
! I |
. . oL [
: : . !
. . : - L
: : : | !
. . . I 1
. . . I 1
Il I Il I A
B ) = G ) = = ¥
= = B = s 2 &8
L L b A W
£l El gl E0 El &g =
=T =1 =1 =71 =1 =1 437 3
8 8 8 8 8 8 8 sl
[ ] (] [ ] [ ] [ ] [ ) [ ) n
e
+
R/
g
<
—
O
<
=
o,
@
—
(@)
—
. . . Q
: : . : . . o
. . : . : : )
. . . . . . A
. : : : : : =
: . : : : : =
. . . mvo
Il Il Il I &)
— — I — — I I
2 & 5 & & 5 % ~
= = & = = & & o
shogh T oEh Y o @ o
=T =1 BT =T =71 ET E7T Q2
8 8 — 8 8 8 — 8 — 8 [+
[ ) [ ] [ ) (] [ ) (] [ ] F.GI..O
=
<

ErC

36

a) Bestimmen Sie Dy.

2M



Analysis 1 Kapitel 3

b) Bestimmen Sie die Nullstellen von f.

c) Vervollstiandigen Sie die folgende Tabelle:

lim f(z) lim f(z) lim f(z) Begriffe
z—a— z—at z—a

—00

-8

—6

—4

-2

+00

3.2.2 Berechnungsmethoden fiir € — x¢ mit x¢ # oo

Berechnungsmethode fiir ILm f(x): zuerst muss man der Wert z¢ immer in den Funkti-
r—xQ

onsterm einsetzen. Drei Ergebnisse sind moglich:

1. f(zo) = 2z, mit z € R. Falls 29 € Dy, dann entspricht der Grenzwert dem Funktionswert

f(zo) an der Stelle xo.

- flxg) = 2 9 In diesem Fall sind drei Antworten méoglich: +o00, —oo, Grenzwert nicht

0
definiert.

Man bezeichnet zy dann als Polstelle von f. Der Graph von f hat dann an der Stelle xq
eine vertikale Asymptote (kurz: v.As.) mit der Gleichung x = x.

f(zo) = 8. Dieser Ausdruck liefert kein Ergebnis. Um Fortfahren zu kénnen, muss der
Funktionsterm faktorisiert und gekiirzt werden, oder erweitert werden. Der Graph von f
hat dann an der Stelle zy ein Loch oder eine vertikale Asymptote.

Beispiel. Bestimmen Sie zuerst die Definitionsmenge und danach die Grenzwerte.
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.ozt —x—2
c) lim —— =
a——1 (r+1)32

. e —4 B
d) Mmoo =

e) i 3 —Tr—6 _
el a3+ a2 — 2

. 3—+vx+6
f) lim —— =
rx—3 x—3
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Aufgabe 3.3. Bestimmen Sie zuerst die Definitionsmenge und danach die Grenzwerte. Inter-
pretieren Sie die Ergebnisse graphisch.

a2 —Adx
a) lim ——
a2 (x +1)2
2
. T
4 I e v 20
) i 23— 3z +2
& ml—>m5(x276x+5)2
D i =5
. CUIL%\/2$—1—3
2
4
m) lim 2~
z—0 €T

b)

e)

h)

k)

. |
lim
z—=—1 x+1

o34+ 6x2—z—30
lim

T2 2 — 22
T+ 2

o1 22 4 4z + 3

2?24+ T7x+10
hm —_—
z—-3 22+ 62+ 9

. Vr+1
lim

z—0 3x — 5

2
—4

c) lim ~
z—=3 r —3

. VT —2
DM
. x2—4
lim —
z—10 (.’E + 1)2

. 2?2+ Tz + 10
1) lim — T
z——2 2 +4x +4

2 _

o) [tm Ty

3.2.3 Grenzwertsatze

e lim (k- f(z)) =k- lim

T—T0

(z)

wo k eine reelle Zahl ist

e lim (f(z)+g(z)) = lim f(z) £ lim g(z)

T—T0

o lim (f(z)-g(z)) = lim

T—I0

lim f(x)

1') T—T0

e lim =

% glz) | Tim g(a)

T—T0

T—T0

f(z) - lim g(z)

T—T0

falls lim g(z) #0

» A, Vi) =g iy, f@)

T—xQ

ErC
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3.2.4 Rechnen mit Unendlich
Nicht definierte Ausdriicke

Bei manchen Rechenausdriicke kann man nicht weiterrechnen, da sie ,,unbestimmt® sind. Dazu
zdhlen die folgenden 4 Rechenausdriicke:

fast 0
fast 0

00
— oo - fast 0 00 — 00
00

Diese Rechenausdriicke gilt es zu vermeiden bzw. durch Umformen des Funktionsterms (fakto-
risieren/kiirzen/erweitern) aufzulosen !

1 1
Beispiel. Sei f(r) = — + —. Berechnen Sie:
r  x
I
a) lim f(z)
b) lim f(x)
z—0~

Bemerkung. Achtung ! Anstelle von ,fast 0“ wird im Folgenden zur Vereinfachung der Schreib-
weise nur noch die Zahl 0 geschrieben.

Wichtige Ergebnisse fiir das Rechnen mit Unendlich
Seic€ R, c#oound k € RY :
(+00) + (+00) = ... (—0) — (+00) = ... (+o0)+c=...

;
I

(falls ¢ # 0)

(00

Q‘g

I

_|_
gle =l8 a

I

Beispiel. Bestimmen Sie zuerst die Definitionsmenge und danach die Grenzwerte.

3
a) lim L
z—=0 2+ x
T
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5

x2 —3x

b) lim 3z -
z—0

Aufgabe 3.4. Bestimmen Sie zuerst die Definitionsmenge und danach die Grenzwerte.

1
3+ 1
a) lim N el
r—1 x
Cr—1
1
b) lim o5

=21 — 2 .7,'2—4.1‘—1-4

3.2.5 Berechnungsmethoden fiir x —+ 400 oder * — —o0

Grenzwerte fiir Polynomfunktionen wenn x — +oo

Satz. Fiir jede Polynomfunktion gilt:

lim anz” + an_12" ' 4 ... + a1z + ap =
T—r 00

Beispiel. lim 322 + 6z — 12 =
T—>00

Grenzwerte fiir rationale Funktionen falls z — +oo

Satz. Fiir jede rationale Funktion gilt:

. nx™ + ap_12"  + .+ a1z + ag
lim

2560 b @™ + by 1™ + .. + bz + by

0 falls n <m
Dann bekommt man: lim ) fallsn=m

oo fallsn>m

Beispiel. Berechnen Sie folgende Grenzwerte.
. 322 + 62 — 12
a) lim ————— =
z—+o00 222 — Tx + 3

322 + 62 — 12
b) lim ST bz — 12
T——00 x+1
322 4 6z — 12

L e e B

lim a,z"
T—r00

anpx"

1m
=00 by, ™

ExrC 41

2M



Kapitel 3 Analysis 1

Aufgabe 3.5. Berechnen Sie folgende Grenzwerte.

. 1822 +6x — 12 . 22+ 6r—12
a) lim —————— b) lim —w—r—
a—+oo 251 — T z—+oo 13 — Tx + 3
. 325 + 62 — 12z . 322
©) zgl}kloo 182° 43 d) z——00 Tx + 3
2 12
e) lim 1+ — f) lim 2z-5+4——
T—+00 3x T—+00 T4+ 3

3.3 Asymptoten

Eine Asymptote einer Funktion f ist eine Gerade, an die sich der Graph einer Funktion im-
mer weiter anndhert. Das bedeutet, dass der Abstand zwischen dem Graphen der Funktion und
der Asymptote beliebig klein wird, wenn man sich in z-Richtung (positiv oder negativ) oder in
y-Richtung (positiv oder negativ) immer weiter vom Ursprung entfernt.

Die Asymptoten einer Funktion helfen uns, den Graphen der Funktion zu skizzieren.

Es gibt drei Arten von Asymptoten:

AY

.

a

2
4
4
/
B
.
3
,
,
,
7
,
B
.
B
.
’
,
,
,
,
’
B
B
.
B
B

. Horizontale
Vertlllzzlenfo;ltl;Tchte) (waagerechte) Schiefe Asymptoten
ymp Asymptoten
. o lim f(z)=...
o 1 =... T——00
- /(@) e lim f(z)=... -
T—>—00
. _ o lim f(z)=...
) xlgng f@)=... o lim f(z)=... Tree
T—>+00

. ) o Gleichung der s. As:
» Gleichung derv. As: e Gleichung der h. As:
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3.3.1 Vertikale Asymptoten

Definitionen. Der Graph einer Funktion f besitzt eine vertikale Asymptote mit der Glei-
chung = = a, falls:

lim f(z) =400 oder lim f(z)=+oc0

T—a~ r—at

Um die vertikalen Asymptoten einer rationalen Funktion zu finden, muss man also das Verhalten
von f in der Ndhe der Polstellen untersuchen. Das heisst, dass man immer die Definitionsmenge
bestimmen muss.

Beispiel. Bestimmen Sie die Gleichung(en) der vertikalen Asymptoten folgender Funktionen:

r—2 20+ 1

a) fl)= 5 P) 9@) = i 4w

Aufgabe 3.6. Bestimmen Sie die Gleichung(en) der vertikalen Asymptoten folgender Funktio-
nen:

2 —
2) fa)= - b) f(a)= e

2(z +2)? 1
Lo SRR e S
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3.3.2 Horizontale Asymptoten
Definitionen.

e Die Gerade mit der Gleichung y = b heisst horizontale Asymptote des Graphen von f fiir

x — —00, bzw. fiir  — +00 wenn gilt: EIP f(z) =05 |, bzw. 113_1 flx)=0

Bemerkungen.

e wenn Erin (x) = £o0, dann gibt es keine horizontale Asymptote.
T o0

e cine Gerade kann auch horizontale Asymptote fiir +00 und —oo sein.

p(x)

e Eine rationale Funktion f(x) = —— besitzt genau dann eine horizontale Asymptote, wenn gilt:

q(x)

Grad(p(xz)) < Grad(q(x)).

Bemerkung. Man kann in der Figur oben ablesen, dass gilt:

f(z) =b+d(x) mit lim 6(x) =0

T—00

Fir die Lage der Kurve von f beziiglich ihrer horizontalen Asymptote gilt damit folgendes:

e Ist §(z) > 0, so befindet sich der Graph von f ...... ... .. i
der horizontalen Asymptote.

o Ist 0(z) < 0, so befindet sich der Graph von f ...... ... ... i
der horizontalen Asymptote.

e Ist §(z) = 0 schneidet der Graph von f die horizontale Asymptote.

e Die Vorzeichentabelle der Funktion d(x) gibt uns die Lage der Kurve von f beziiglich der
horizontale Asymptote.
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Beispiel. Bestimmen Sie die Gleichung der eventuellen horizontalen Asymptoten folgender

Funktionen:
212 — 4
a) f(x)_w
x+2
b = —
) @) 3x2 +2
2 +2
o) fla) ="
Beispiel. Sei dic Funktion /() = —" 2% Besti Sie:
eispiel. Sei die Funktion f(z) = —5———. Bestimmen Sie:

1. Dy, Nullstellen, Vorzeichentabelle.
2. Die Gleichungen aller Asymptoten.
3. Die Lage der Kurve von f beziiglich aller Asymptoten.

4. Den Graphen von f.

ExrC 45
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Aufgabe 3.7. Bestimmen Sie die Gleichung der horizontalen Asymptoten folgender Funktio-

nen:
9 24z —12
) =g b) )= g5 1o
(22 +2)? a4 327 -4
)= ) I ="
2M 46 ErC



Analysis 1 Kapitel 3

3.3.3 Schiefe Asymptoten

Definitionen. Man sagt, der Graph einer rationalen Funktion f hat fiir x — —oo (bzw. fir
x — +00)

eine schiefe Asymptote mit der Gleichung y = ma+h, wenn gilt: | lim (f(x) — (mz + h)) =0

T—00

AY

Bemerkungen. Man kann in der Figur oben ablesen, dass gilt:

f(z) =maz+h+6(z) mit lim §(z) =0

T—00

Fir die Lage der Kurve von f beziiglich ihrer schiefen Asymptote gilt damit folgendes:

o Ist 0(z) > 0, so befindet sich der Graph von f ...... ... ... i
der schiefen Asymptote.

o Ist 0(z) < 0, so befindet sich der Graph von f ...... ... .. . .
der schiefen Asymptote.

o Ist (z) = 0 schneidet der Graph von f die schiefe Asymptote.

e Die Vorzeichentabelle der Funktion d(x) gibt uns die Lage der Kurve von f beziiglich der
schiefen Asymptote.

p(x)

e Eine rationale Funktion f(x) = ﬁ besitzt genau dann eine schiefe Asymptote, wenn gilt:
q(z

Grad(p(xz)) = Grad(q(z)) + 1.

e Um die Gleichung der schiefen Asymptote zu finden, muss man eine Polynomdivision durch-
fiihren.
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S4+32—1
Beispiel. Bestimmen Sie die Gleichung der schiefen Asymptote der Funktion f(z) = %
x x

3

Beispiel. Sei die Funktion f(x) = R P Bestimmen Sie:
2 —

1. Dy, Nullstellen, Vorzeichentabelle.
2. Die Gleichungen aller Asymptoten.
3. Die Lage der Kurve von f beziiglich aller Asymptoten.

4. Den Graphen von f.
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Aufgabe 3.8. Bestimmen Sie die Gleichungen der vertikalen und schiefen Asymptoten folgender
Funktionen.

a) f(x):xQ_l 2 — 2z +2

- b) flz) = ——

c) f(z)= —2x+5+%_5

Aufgabe 3.9. Welche Funktion gehort zu welchen Graphen 7

a) flo)=a—1+—

xr—2

d) f(;r:):a:—k1

ErC 49 2M



Kapitel 3 Analysis 1

b
Aufgabe 3.10. Sei die Funktion f(z) = o .
Tr+c
Berechnen Sie die reellen Zahlen a,b und ¢, so dass die Geraden z = 3 und y = —2 Asymptoten

des Graphen der Funktion f sind. Man weiss ausserdem, dass der Punkt P(2;0) zum Graphen
von f gehort.

Aufgabe 3.11. Im Folgenden sind 12 rationale Funktionen gegeben.

fl(x)zéﬁl f2(:v)=—2a:+5+xjr1 Falz) = ;fl

i) = fﬂi7 fole) = x2—m7 fote) = (x+1)za:+10)
f7(x):(x+11)2 fS(x):_2x+5+ﬁ f9(96)=1+3627_4
hol) = Hﬂi‘l fule) = _2x+5+:c21+5 fuale) = (:c+1§i+10)

Entscheiden Sie, ohne zu rechnen, welche der oben gegebenen Funktionen durch die folgenden
Asymptoten jeweils charakterisiert wird:

VA HA oder SA
1) x=-1 y=0
2) z=—1lund z =-10 y=2
3) keine y=2
4) x="7 y=2
5) x=-2und z =2 y=1
6) x=D5 y=—-2x+5
7) x=-1 y=2
8) keine y=1
9) r=-1 y=—2zx+5
10) x="7 y=0
11) keine y=—-2r+5
12) r=—1und z =—-10 y=0

Aufgabe 3.12. Geben Sie eine rationale Funktion an mit:
a) einer einzigen Asymptoten, deren Gleichung = = 2 lautet.
b) zwei Asymptoten, deren Gleichungen x = —3 und y = 5 lauten.

c) zwei Asymptoten, deren Gleichungen y = x 4+ 2 und y = —4 lauten.

n
3
Aufgabe 3.13. Bestimmen Sie, fiir n € N, alle Asymptoten der Funktion f(z) = 3:2 + 5
x —
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Aufgabe 3.14. Bestimmen Sie, fiir die folgenden Funktionen:

1. Dy, Nullstellen, Vorzeichentabelle.
2. Die Gleichungen aller Asymptoten.
3. Die Lage der Kurve von f beziiglich aller Asymptoten.

4. Den Graphen von f.

4 — g2 x?
a) f(z)= o0 b) f(l‘):m
22— T 3
o fa)="7" @) 1=
3 — 9z r? — 122 —
) 0= 5 0 10)= g o

Aufgabe 3.15. Welche Funktion gehort zu den folgenden Graphen ?

S ~schneidet

|
|
|
i
|
|
|
|
i
|
|
|
L | ; L »
+ t 7 + t >
| .
.
4 9 , 2 x
] .
| L
i
|
|
"o
[
a —2 4
7
.
S
’ |
.
. |
’ |
g
. |
. |
.
, |
. |
p ! —4
g
|
|
|
|
| g
I

Aufgabe 3.16. Berechnen Sie die Zahlen a,b und ¢, so dass die Geraden x =0, x =2,y =1
Asymptoten
ax® + 6z + 8

zum Graphen der Funkion f(z) = P v—— sind.
x x+c
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Aufgabe 3.17. Fiir jede Funktion sind zwei Graphen vorhanden. Welcher ist der richtige 7
(Rechtfertigen Sie jeweils Ihre Antwort mithilfe von Grenzwerte)

22 —x—2
T+ 1

L f(a) =

o

Bonus: Finden Sie den Funktionsterm der drei {ibrigen Funktionen.
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4 Differentialrechnung

Motivation: Ziel der Kurvendiskussion ist es, die Eigenschaften einer Funktion zu erarbeiten,
um damit den Graphen der Funktion moglichst genau skizzieren zu kénnen. Informationen iiber
Definitionsmenge, Nullstellen, Vorzeichen und Asymptoten sind dafiir nicht immer ausreichend.

4.1 Steigung der Tangenten an einen Graphen

Die Steigung eines Funktionsgraphen an einer bestimmten Stelle entspricht der Steigung der
Tangente an den Graphen an dieser Stelle.

Beispiele.

2M 54 ErC



Analysis 1 Kapitel 4

4.2 1. Methode: Tangentensteigungen graphisch ermitteln

Beispiel. Sei die Funktion f(x) = 22. Zeichnen Sie so genau wie méoglich die Tangenten an den
Graphen von f an den Stellen x = =2, x = =1, 2 =0, x = 1, z = 2 und = = 3. Ergénzen Sie
dann die Tabelle und vergleichen Sie anschliessend die Werte in der zweiten und dritten Spalte.

WY

| Steigung
der
Tangente

oV

Was sind die Vor- und Nachteile dieser Methode ?
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4.3 2. Methode: von der Sekantensteigung zur Tangentensteigung

Beispiel. Hier mochten wir die Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion f(x) =
x?> — 3z — 4 am Punkt A finden. Wir werden zuerst die Steigung der Sekante AB berechnen.
Dann werden wir der Punkt B nach A verschieben, und dank einem Grenzwert kénnen wir dann
die Steigung der Tangente berechnen. Hier unten sehen sie den ,,Film“ dieser Situation:

B(2,5;—5,25)
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Rechnerisches Beispiel

Berechnen Sie die Steigung der Tangenten an den Graphen von f im gegebenen Punkt A:

) f(z) = *
b) f() = -
) f(r) = Vi

Was sind die Vor- und Nachteile dieser Methode ?

A(2; £(2))

A(2; £(2))

A(5; f(5))

Aufgabe 4.1. Berechnen Sie die Steigung der Tangenten an den Graphen von f im gegebenen

Punkt A:

a) f(z) =2> -2z
b) f(z) =2’

c) f(z) =vz+1
d) f(z) =3z -5

L

A(L; f(1))
A(=2;f(=2))
A(2; £(2))
A(=1; (1))

A(=1; f(-1))

ErC
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4.4 3. Methode: mit Hilfe der Differentialrechnung

Bei der 2. Methode haben wir immer dasselbe berechnen miissen: %13}1 M
r—a

Dieser Grenzwert ist einer der fundamentalen Konzepte der Analysis: die Ableitung.

Definitionen. Die Ableitung einer Funktion f ist die Funktion f’ mit:

Fa) -t L) 1@

T—ra €r—a

unter der Voraussetzung, dass dieser Grenzwert existiert. Uberall, wo dieser Grenzwert existiert,
sagt man, dass f in a ableitbar ist.

Bemerkung. Dieser Prozess ermoglicht es, an jeder Stelle des Graphen einer Funktion die
Steigung der Tangente zu berechnen. Als Vereinbarung schreibt man am Ende der Grenzwert-
berechnung f'(z) statt f'(a).

Beispiel. Sei die Funktion f(z) = 322 — 12z + 8. Berechnen Sie:
a) f’(l’), f,(4)a f/(_Q);
b) die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P(3; f(3));

c) Die Koordinaten des Punktes @ des Graphen von f, wo die Tangente waagerecht ist.
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Aufgabe 4.2. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen:
a) f(z) =22 — 2z b) f(z) =3z

2 1
¢) f(z) = —a? + 4z 2 d) f(x) = -

e) flx) =5 f) fx) =va

3
Aufgabe 4.3. Sei die Funktion f(z) =2+ —.
x

a) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f.
b) Berechnen Sie die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P(3; f(3)).

c) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P.

1
Aufgabe 4.4. Sei die Funktion f(x) = N die auf R* definiert ist.
x

a) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f.
b) Berechnen Sie die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P(1/4; f(1/4)).

¢) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P.

4.5 die Ableitungsregeln
Bis jetzt haben wir die Ableitung dank der Formel

oy e (@) = fla)
fla) = lim =="—"—
berechnet. Mit diesem Verfahren kann man die Ableitung jeder Funktion berechnen, es kann

aber schwierig und lang sein. Um die Berechnung der Ableitung zu vereinfachen werden Sie in
diesem Abschnitt sieben Ableitungsregeln kennenlernen.

1. Regel (Potenzenregel): f(z) = 2* = fl(x) =k 2k !

Beispiel. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen :

a) f(z) =2

b) f(z) ==
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1
&) () =
d) f(z) =z
) f) =
e =—
SRRV
2. Regel (Konstantenregel): f(z)=a f(x)=0
Beispiele. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen :
a) f(z) =1
b) f(z) = 15000
3. Regel (Faktorregel): f(x)=a-g(x) = fl(x)=a-g¢(x)

Beispiele. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen :

a) f(z) = 22°

b) f(x) =3z
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o) fa)=""

d) f(z) =4Va?

Aufgabe 4.5. Bestimmen Sie die Ableitung folgender Funktionen:

a) f(z) =3z b) f(t) = 7t° c) f(z)=+2a
d) f(z) = az? e) f(z) =3V f) f(z) =2/

1 2 . o "
g) f(z) =~ h) f(z) = = i) f(z) = Va?
j) f(x) =56 k) f(z) = (m —1)2*

Aufgabe 4.6. Bestimmen Sie eine Funktion, deren Ableitung wie folgt lautet:

a) f'(x) = 32" b) f/(t) =768 ¢) f(z)=aT
d) f'(z) = % e) fl(x)=3 £) f'(z) = vV
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4. Regel (Summen-/Differenzregel): f(z) =u(z) tv(z) = f'(x)=7d'(z)+'(2)
Beispiel. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen :
a) f(z) = 22% — 522 + 18
b) f(x) = — o'
c) fl&)=a+ —
Aufgabe 4.7. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen :
a) f(z) =3z +6 b) f(x) =42® — 2245
c) fx) =323 —22 45 d) f(z) =az+0
2 3 2
e) flz) =a" -~ f) fl@)=2"+Vz+3
3 1 1
g)f($):?+3$ h)f(m)zg‘f‘?
. 1 . 2
1)f(x):3x—2+£ J) f(x) =ax*+bx+c
Aufgabe 4.8. Bestimmen Sie eine Funktion, deren Ableitung wie folgt lautet :
a) fl(z) =2 —2 b) f'(z) = 42> + 32*
/ _ 1 d / _ 3/4
¢) f'a)=3-— ) flla) ==
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5. Regel (Produktregel): f(z)=u(z) v(z) = f'(z) =4 (x) v(z)+u(x)- V' (z)

Beispiel. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen :

a) f(x) =(z+1)(3z —5)

b) f(x) = (32% — 2)(22 + 1)

c) f(z) = (6x + 7)?

6. Regel (Quotientenregel): flx) = = fl(z) =

Beispiel. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen :

) fl) = S
b) () = >
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Aufgabe 4.9. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen :
a) f(z) = (22 - 3) (42 - 5) b) f(x) = (z +4)*
Q) fl) = 5 — Q) f(@) = 2
) flr)= 2" ) f(x) = (@~ )3 +2)
g) f(z) = (== 42(4? 2_ 22) h) f(z) = (3x2 - 7x) <4x2 - 5)
7. Regel (Kettenregel): (1) =(o(@)" = &) =n (o))" (¢(2))

Beispiel. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen :

a) f(x) = (22 + 1)°

b) f(z) = (#® + 3z — 1)?

c) flx)=Va?+z+3
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o= (355)

e) f(z) = 3z +1)*(2z — 5)"

(3z+1)3

0 1) = gy
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Aufgabe 4.10. Bestimmen Sie die Ableitung folgender Funktionen :

a) f(z) = (20 + 4

c) flx) =V8x?—2x+3
0) f(a) = (a* 1)’

g) f(z) = 2+2)°(1 —2)®

i) f(z) =/(z = 3)(z +2)

b) f(x) = (522 —3)""
Q) f@) =2

x?—
f)f(a:>=< —

N———
\V}

r—1)3
R s
. 3z —1)3
J) f(l’):w

Aufgabe 4.11. Bestimmen Sie die Funktionen deren Ableitung wie folgt lautet :

a) f'(a) =5 (22 1) (20)

1

c) f'(z) = W

b) f'(x) = —3(4 - 2)?

d) f'(z) =2 (a:2 — 1) (2x)

Aufgabe 4.12. Bestimmen Sie die Definitionsmenge und die Ableitung folgender Funktionen :

a) f(z) = %xZ -3z +4
&) f(z) = (4—2)?
e) f(z) = (z —1)*(z +2)

g) f(z) = (22 — 1)*(z + 2)°

T+
1,3
) fr) ="
m) f(x) = 7
0) o) =1 Y2

b) f(z) = (x +5)(z - 3)

d) f(z) = (3x2 + 5) (552 - 1)

f) f(x) = (ax + b)(cx + d)

h) f(a) ==
) Sy =212
) sy = 2!

n) f(z) =zva?+1
p) f(x) =z +Vz

2M
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4.6 Tangentengleichungen

Beispiel. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten an den Graphen von f im Punkt P.

a) f(x) =% und P(3; f(3))

b) f(z) = (2 +1)* und P(~2; f(~2))

Aufgabe 4.13. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten an den Graphen von f im Punkt
P.

a) f(z)=32% — 6z — 5 und P(0; f(0))
b) f(x) = 2%+ x — 10 und P(4; f(4))
_dx+ T

0) fla) = =1 und P(2if(2)

Aufgabe 4.14. Sei f(z) = 2* — 522 + 4. Berechnen Sie die Steigungen der Tangenten in den
Achsenschnittpunkten.

Aufgabe 4.15. In welchem Punkt des Graphen von f(z) = 2 besitzt die Tangente an den
Graphen die Steigung —3 7

Aufgabe 4.16. Sei die Funktion f(z) = 2> — 22 — 52 + 2. In welchem Punkt hat die Tangente
an den Graphen von f dieselbe Steigung wie die Gerade, die durch die Punkte A(—3;2) und
B(1;14)

verlauft ?

Aufgabe 4.17. In welchem Punkt des Graphen von f(z) =
Graphen waagerecht ?

T
——— ist die Tangente an den
249 &
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- . 2*+a
Aufgabe 4.18. Sei die Funktion f(z) = p—

Punkt P(—3; f(—3)) die Steigung —6 ?

. Fiir welchen Wert von a hat die Tangente im

Aufgabe 4.19. In welchem Punkt besitzt der Graph von f(z) = v
x
2- und y-Achsenabschnitt identisch sind ?

1 eine Tangente, deren

Aufgabe 4.20. Sei f(z) = ax? + bx + ¢ eine Funktion 2. Grades. Berechnen Sie die Werte von
a, bund c falls gilt:

a) f(0)=3, f(3)=1und f'(4) =1.
b) f(-1)=10, f(1) =4 und f'(1) =T7.

Aufgabe 4.21. Gegeben ist die Funktion f(x) = x3. In welchen Kurvenpunkten schliesst die
Tangente mit der z-Achse den Winkel 7 ein 7

4.7 Winkel zwischen den Graphen zweier Funktionen

1
Beispiel. Gegeben sind die Funktionen f(z) = 2% und g(z) = ZxQ + 3. Unter welchem Winkel

schneiden sich die Graphen von f ung g ?
Yy

Aufgabe 4.22. Unter welchem Winkel schneiden sich die Graphen von f und g ?

a) f(z)=a’ g(z) =2

b) f(z)=1a? g(z) = —22 + 10z — 15
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5 Extremwerte und Kurvendiskussion

5.1 Extremstellen

Die Ableitung einer Funktion f in einem Punkt A wurde als die Steigung der Tangente in diesem
Punkt definiert. Aber die Ableitung kann uns noch mehr Informationen iiber den Graphen einer
Funktion geben. Das werden wir in den Beispiele hier unten sehen.

Beispiel. Sei die Funktion f(z) = 2?2 + 2z — 8.

e Hier ist der Graphen dieser Funktion:

o Bestimmen Sie f/(z) =

e Zeichnen Sie f’ hierunten:

e Was kann man dazu sagen 7
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° 9 85
Beispiel. Sei die Funktion f(z) = % - % +32% + —a® — 1500

e Hier ist der Graphen dieser Funktion:

~4 ~3 —2 ~1
f o0

o Bestimmen Sie f/(z) =

e Zeichnen Sie f’ hierunten:

R D

o Bestétigt dieses zweite Beispiel Thre Feststellungen 7

Es gilt also:

Fiir jede Zahl a, so dass:
o f'(a) <0 ist die Funktion f ................. well Lo
o f'(a) > 0 ist die Funktion f ................. well L.
o f'(a) =0 hat die Funktion f ...... ..
WL Lo
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o Eine Funktion f heisst wachsend (monoton zunehmend) falls f(z) wéchst, wann = wéchst.

o Eine Funktion f heisst fallend (monoton abnehmend) falls f(z) kleiner wird, wann x
wachst.

o Der Funktionswert f(a) heisst lokales oder relatives Maximum von f, wenn es eine Um-
gebung von a gibt, sodass fiir alle Werte x aus der Definitionsmenge in dieser Umgebung

gilt: f(z) > f(a).

o Der Funktionswert f(a) heisst lokales oder relatives Minimum von f, wenn es eine Um-
gebung von a gibt, sodass fiir alle Werte x aus der Definitionsmenge in dieser Umgebung

gilt: gilt: f(z) < f(a).

o Ist der Funktionswert f(a) ein Maximum oder ein Minimum, nennt man ihn auch Ex-
tremwert und a eine Extremstelle. Der Punkt P(a; f(a)) des zu f gehérenden Graphen
heisst Extrempunkt. Im Falle eines Maximums heisst P Hochpunkt, und im Falle eines
Minimums heisst P Tiefpunkt.

o Eine Funktion f hat einen Sattelpunkt (oder Terrassenpunkt) in a falls f’(a) = 0 aber
es weder ein Hochpunkt noch ein Tiefpunkt ist.

o Gilt die Bedingung f(x) > f(a) bzw. f(x) < f(a) nicht nur innerhalb einer gewissen
Umgebung von a, sondern fiir alle Stellen = der Definitionsmenge, dann nennt man f(a)
globales oder absolutes Maximum bzw. globales oder absolutes Minimum von f.
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Aufgabe 5.1. Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion f mit folgenden Eigenschaften:

f(=1)=0, f(4)=0, f(4)=0, f(z)>0 fir z€]— o0;2[U}4;+o0]

Aufgabe 5.2. Die folgende Funktion ist gegeben :

ax® +bxr +c
A

Man weiss, dass die Geraden z = 3 und y = 2 Asymptoten des Graphen von f sind; ferner ist
M(1;3) ein Extremalpunkt von f. Bestimmen Sie a, b, ¢ und d.

Aufgabe 5.3. Gegeben sind die zwei ersten Graphen, die zwei Funktionen f und g darstellen.
Finden Sie bei den sechs anderen Graphen den Graphen der Ableitung von f und g.
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5.2 Monotonie

Wir haben gesehen, dass das Vorzeichen von f’ uns zeigen kann, ob der Graphen von f mono-
ton wachsend oder fallend ist, oder ob es eine horizontale Tangente gibt. Es geniigt also, eine
Vorzeichentabelle von f’ zu erstellen, um die Monotonie (das Wachstum) von f zu untersuchen.

Beispiel. Untersuchen Sie die Monotonie folgender Funktionen:
a) f(z) =322 +3z -7

b) f(z) = (z — 2)(z +3)°
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©) fla)= ot
T — 2
D) )= (o

Aufgabe 5.4. Untersuchen Sie die Monotonie folgender Funktionen:

a) f(z) =32% — 22 +4 b) f(z) =22% — 92% — 242 + 5
©) f(2) = (z +2)(z — 3 d) f(@) = 22

(z— 1)2 o
) flr) = L 0 J@0) = 5
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Aufgabe 5.5. Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion f mit folgenden Eigenschaften:
a) f(0)=1 f(2)=3 fB)=1 f(3)=-9/2

f(x) - 0 4+ 0 -

b) y =0 ist eine Asymptote, f(—1) = —1, f(1) = 1.

f(z) - 0 + f(x) -0 + 0 -

c¢) =0,z =4und y =1 sind Asymptoten, f(3) = —4, f(6) = —1/4

0 4 5 9 T 0 3 4 6
f) | + | -] +0 -0 — f(x) + + 0 - - 0 +
5.3 Kurvendiskussion

Um den Graphen einer Funktion zeichnen und interpretieren zu konnen, ist es erforderlich,
alle seine charakteristischen Punkte und Eigenschaften zu kennen bzw. zu ermitteln. Derartige
Untersuchungen von Funktionen nennt man Kurvendiskussion. Fiir eine Kurvendiskussion gibt
es ein genaues Verfahren, das immer respektiert werden muss:

1.

2.

Definitionsmenge, Nullstellen, Vorzeichentabelle
Asymptoten
Ableitung

Untersuchung der Monotonie

. Extremwerte und y-Achsenabschnitt

Graph

2M
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3
—
5 durch.

(z—1)

Beispiel. Fiihren Sie eine Kurvendiskussion von f(z) =
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Aufgabe 5.6. Fiihren Sie eine Kurvendiskussion von f durch.

a) f(r) = 3a" + da” b) f(x) = 42” — 3z + 1
Q) flr) = Ly Q) fa) = T L
) fl) = 11 f) fa) = A
9 fia) = 21 by fa) = 2
) (o) = 52 §) fla) = L1215

$3—3$2+3:p_1 1E+1

M e ErC



Analysis 1 Kapitel 5

Aufgabe 5.7. Die folgende Funktion ist gegeben :

a) Fiihren Sie eine Kurvendiskussion von f durch.
b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente ¢ an der Stelle x = 1 des Graphen G von f.

c) Bestimmen Sie alle Schnittpunkte zwischen ¢ und §.

5.4 Extremwertaufgaben

Eine Extremwertaufgabe ist eine Fragestellung, bei der Sie eine Grofie unter bestimmten Be-
dingungen maximieren oder minimieren sollten. Diese Gréfle hdngt dabei von Variablen ab, an
welche hiufig bestimmte Bedingungen — die sogenannten Nebenbedingungen — gekniipft sind.

Zur Losung der Extremwertaufgabe wird die Gréfle als Funktion dieser Variablen beschrieben
und deren Extremstellen ermittelt.

Héufig ist anstelle von Extremwertaufgaben auch die Rede von Optimierungsaufgaben. Ebenso
geldufig sind die Bezeichnungen als Extremwertprobleme, Extremalprobleme oder Extremalauf-
gaben.

Beispiel. Das Produkt zweier reellen Zahlen soll minimal sein. Dazu weiss man, dass die Dif-
ferenz zwischen den zwei Zahlen 20 ist.
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Beispiel. Man betrachtet den Graphen der Funktion f(z) = —22+9. Zwischen diesem Graphen
und der x-Achse soll ein Rechteck so einbeschrieben werden, dass sich zwei Punkte des Rechtecks
auf der x-Achse befinden und die anderen beiden auf dem Graphen. Fiir dieses Rechteck soll die
Position der Punkte auf der x-Achse so bestimmt werden, dass der Flacheninhalt des Rechtecks
maximal wird.
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Beispiel. Eine Streichholzschachtel soll so gebaut werden, dass die Lénge drei Mal so grof3 ist
wie die Breite. Wie muss die Hohe gewédhlt werden, damit bei einer konstanten Oberfliche von
288¢m? das Volumen maximal ist?
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Aufgabe 5.8. Mit einem Zaun der Lange 100 m soll ein rechteckiger Hithnerhof mit méglichst
grossem Flacheninhalt eingezéunt werden. Man bestimme in den Féllen A, B und C die Breite
und die Lénge des Hithnerhofes. Wie gross ist jeweils die maximale Flache 7

iw
-

Aufgabe 5.9. Fiir welche beiden positiven Zahlen, deren Produkt 8 ist, wird die Summe am
kleinsten ?

Aufgabe 5.10. Der Punkt P(z;y) liegt im ersten Quadranten des Koordinatensystems auf
der Geraden 3z + 2y = 9. Das Rechteck mit der Diagonale OP, von dem zwei Seiten auf den
Koordinatenachsen liegen, soll maximalen Flacheninhalt haben. Bestimmen Sie die Koordinaten
von P.

Aufgabe 5.11. Aus einem Stiick Papier der Lange 16 cm und der Breite 10 cm werden an
den Ecken Quadrate der Seitenliange x ausgeschnitten und die iiberstehenden Teile zu einer
oben offenen Schachtel hochgebogen. Fiir welchen Wert von x wird das Volumen der Schachtel
maximal 7 Wie gross ist das maximale Volumen ?

Aufgabe 5.12. Ein Wirt kauft einen walliser Wein (Malvoisie...) 16 CHF pro Flasche. Wenn
er diesen Wein 30 CHF verkauft, ist er sicher, 200 Flaschen zu verkaufen. Er hat aber bemerkt,
dass er fir jeden Franken Rabatt 40 zusétzliche Flaschen verkaufen kann. Was ist der giinstigste
Verkaufspreis 7

Aufgabe 5.13. Jemand mochte einen quaderférmigen Anbau von 4 m? Inhalt fiir seine Gerite
und Werkzeuge an seiner Hauswand anbringen. Es muss kein Boden erstellt werden und eine
Seitenwand wird durch die Hausmauer gebildet. Eine Wand des Anbaus verlduft in einer Distanz
von 1 m parallel zur Hauswand. Die Seitenwinde kosten 50 CHF pro m? und das Dach kostet
100 CHF pro m?. Welche Dimensionen hat der Anbau mit dem minimalen Preis ?

Aufgabe 5.14. Wir betrachten, im ersten Quadranten, die Punkte O(0;0), A(x;0) und
B(z; f(z)) mit f(z) =9 —z.

Bestimmen Sie A so, dass der Fldcheninhalt des Dreiecks O AB maximal wird.
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Aufgabe 5.15. Nyon 2007 - Sei P(x;y) ein beliebiger Punkt der Parabel y = 22 + 1.

3
a) Zeigen Sie, dass der Abstand ¢(x) des Punktes P zur Geraden g : y = yide 1 folgende Form

1
besitzt : d(z) = 5(41'2 — 3z +8).

b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes der Parabel, der mit g den kleinsten Abstand
bildet.

2

4
Aufgabe 5.16. Die Funktion f(z) = %
x

ist gegeben.

Man betrachtet die gleichschenkligen Dreiecke SAB mit S(0;4); A und B liegen auf der Kurve
symmetrisch beziiglich der y-Achse.

Bestimmen Sie die Ecken A und B so, dass der Fliacheninhalt maximal wird.
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6 Losungen

Aufgabe 1.1. a) Nein b) Ja c) Nein/Ja d) Nein e) Ja f) Ja

Aufgabe 1.2. a) f(3) =10 b) f(5) =12 c)3¢ Dy d) f(2) =9(2)
e) g(x) > 0 Vo € Dy, oder g(z) € Ry Vx € D,

Aufgabe 1.3. a) Falsch (z.B: f(z) =3) b) Richtig c) Falsch d) Richtig

Aufgabe 1.4.a) f(—1)=3V3, f(v/3)=3 b) f(0) =6, f(2) =0, f(3/2) =3V7/2

Aufgabe 1.5.

a) NfZ{%}

b) Ny ={0;2}

c) Ny={-2}

d) Ny=10

Aufgabe 1.6.

a) Df:R b) Df:R
x —00 4 +oo x —00 3 400
f(x) - 0 + f(x) + 0 -

c) Dy=R d) D;=R
x —00 —% 3 +o0 x —00 +00
f@ | o+ 0 - 0 + f@) | -
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e) Dy =] —00;2] f) Dy =] —o00;5[
T —00 -2 5 +o00
f(zx) - 0 +
x —00 —% 3 +00
f(z) - - O +
h) Dy =R- {=3v2}
r |—o0 _3_2\/E —4 0 _3‘5‘/2§ 3 +o0
f(z) — + O - 0 + - 0 +
i) Dy =R —{£8}
xr =00 —8 -3 -1 5 8 +00

+
8
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n) Dy =[0;+o0]

T —00 0 +o00

f(x) 0 +
0) Dy =] —8;-1]U[0;1]U]8; +o0]

T —00 -8 -1 0 1 8 +0o0

f(x) + 0 + C +
Aufgabe 1.7. 1) 180° 2) —30° 3) 120° 4) = 5) —& 6)
4
(ONT) 8) T 9) —F

Aufgabe 1.8. Uberpriifen Sie Thre Antworten mit dem Taschenrechner !

Aufgabe 1.9.

a) Ja, alle Winkel der Form: oy = 32° 4+ k - 360° und g = 148° + k- 360°, k € Z
b) Ja, alle Winkel der Form: o = £32° + k- 360°, k € Z

c) Ja, alle Winkel der Form: o = 32° 4+ k- 180°, k € Z

Aufgabe 1.10.

a) a3 =60°+k-360°, ay =120°+k-360°, k€ Z

b) a==+120°+£k-360° k€ Z

c) a3 =—-30°+k-360° ag =210°+k-360°, k € Z

d) a=-30°+k-180° ke Z

e) a; =—225°+k-180° ag = 112,5° + k- 180°, k € Z
f) a=430°+%k-90° keZ

g) S=10

h) a=-32,5°+%k-90°, k€ Z

i) a; =11,25°+k-90° ay = —11,25°+ k-90°, k € Z
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Aufgabe 2.1.

a) F(L=Lf0)=1  b) J2)=15

c) "f(=2)=26,"f(1) ={-1;0;2,1}, "f(3) = {-1,4; 1,2}

d) S={-1,2;0,5;1,8} e) Es gibt eine Losung.

f) y =28 g) =21

h) P(1,9;1,9).

Aufgabe 2.2.

9 3= {0 e, = -4 b) f(2) =9, 5(-¥
¢) "g(5) =1,7g(~6) = —9/2 d) "f(5) ={
&) g1 ([~1:4]) = [-21/2] ) 7= |
Aufgabe 2.3.

a) f(4)=1 b) f(3) ist nicht definiert

) )= ) o= —

g) f(-a)= —— h) —f(z) = oder —f(x) =

—r—3 r—3

=2}, " f(~6)

¢) 4f(x) =

f) f(4)+ f(z)
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Aufgabe 2.4.
a) f(r)=22-2
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Aufgabe 2.5.
a) g(z)=f(z) -1 b) g(z) = f(z+3)

Y+ Y

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\\\\

e) g(z) =|f(2)| f) g(x) = f(l=[)
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8) g(x) = /() h) g(a) = —f(~)
SRR Ny
1 | T — 7\ — ,' ““““ :x}
— — 1

Aufgabe 2.6.

$2 T $2 xr — T
2) (o) =" (g =" () =
(£) (@) =322+ 62 Djiy=Djy=Dys,=Dsy=R—{-2}

$2 T 1172 i $2

b) (f+g)(x):(353_4)—(:¢6_|-5) (f—g)(w):(x_z)_(lf_i_@ (f'g)@):(a:—j)(:rﬁ—f))
(g) (z) = Qz j_L io Dyyg=Dj_g=Djsy=R—{4-5}, D)y =R — {4; —5;0}
Aufgabe 2.7.
a) f(g(x)) =6z —3 b) g(f(x)) =6z —1 ¢) f(f(x)) =92
d) f(g(h(x))) =6z>—-3 e) g(f(h(x))) =62>—1 f) 4a* — 422 + 1 oder (222 —1)?
Aufgabe 2.8.

a) g(x)=+/z, h(z) =3z +1 b) g(z) =23, h(z) =22 +3 c) g(z)=2% h(z)=2+3

d) g(z) =log(z), h(z) =2*>+4 e) g(x) =37, h(z) =2z f) g(z) =51 hiz) = Va

Aufgabe 2.9. a) Ja b) Nein c) Ja d) Ja

Aufgabe 2.10.

1 3

a) "fie) =, "fala) = 32 b) "fslw) = yu— 5. Tfal@) =

Q) fele) = VA o) = —VE ) i) = g () =
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Aufgabe 3.1.
1. lim f(z) =0, lim f(x) ist nicht definiert
xz—07F

T—r+00

2. lim f(x) =0, lim f(z) ist nicht definiert.
r—r+00

z—0t

3. lim f(z) = ist nicht definiert, lim f(z)=0
z—2+

w2~
1 i 1) =1 iy o) =
5 i, 10) = -8, lip /)= oo Iy J) = oo I, f(2) =2
6. xg@wf(x) = —00, xlggi f(z) = —o0, Qin.ﬁi f(x) = +o0, xgrfoo f(x) = +o0
Aufgabe 3.2.

a) Dy =R—{-8 —6;—4;3;7}
b) Nj={-5-3;-1;6}

c)

o« | dmf@) |l @) lim f(z) Begriffe
—00 2 H As:y=2
-8 0 0 0 Loch in L(-8;0)
—6 —00 —00 —00 V. As:z= -6
—4 1 1 1 Loch in L(—4;1)
-2 -2 -2 -2

0 4 4 4 y-Achsenabschnitt

3 ) 2 nicht definiert Sprung

7 —00 +00 nicht definiert V. Assz =7
400 3 H. As:y=3
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Aufgabe 3.3.
D; Grenzwert | Graphische Interpretation
a) Dy=R—{-1} 3
b) Dy =R—{-1} 2 Loch in L(—1; —2)
c) Dy =R - {3} nicht def. Vert. As. x =3
d) | Df=R-—{-4;-5} =
e) Dy =R —{0;2} e Loch in L(2;35/2)
f) Dy =R*" — {4} 3 Loch in L(4;1/4)
g) Dy =R —{1;5} +o0 Vert. As. x =5
h) Dy =R —{-3;—1} | nicht def. Vert. As. x = —1
. _ 96
i) Dy =R—-{-1} o1
i) | Dy =|ki+o0] - {5} 3 Loch in L(5;3)
k) Dy =R —-{-3} —00 Vert. As. x = =3
1) Dy=R—-{-2} nicht def. Vert. As. x = -2
m) Dy =R - {0} nicht def. Vert. As. x =0
n) | Dy =[-1;+oo[- {3} -3
0) Dy =R—-{-1} —00 Vert. As. z = —1
Aufgabe 3.4.

a) Dy =R —{1;2}, Grenzwert: —1

b) Dy =R — {2}, Grenzwert: —oo

Aufgabe 3.5.
a) +oo b) 0 c) & d) —o0 e) 1 f) +o0
Aufgabe 3.6.
a) VAssz=3,z=-3
b) VAssz =5 2= -2
c) VAssz =3, z=-1
d) VAssz = -1
Aufgabe 3.7.
a) HAs:y=0
1
b) H.As:y = 3
c) HAs:y=4
d) H.As: keine
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Aufgabe 3.8.

a) VAssz=0,SAssy==zx

1 3
Zr—=2

1
As:x=—, S As: y =
b) V.As:z 2,S 81y =5 1

c) VAssz=5SAssy=—-2x+5

Aufgabe 3.9.
a) 2 b) 6 c) 5 d) 1 e) 4 f)
Aufgabe 3.10.
a=-2,b=4,c=-3
Aufgabe 3.11.
fi(x) :n°3 fa(x) : n°9 fa(x) : n°7
f5(x) : n°4 fo(x) : n°12 fr(x) :n°1
fo(x) : n°5 fio(x) : n°8 fi1(z) : n°11
Aufgabe 3.12.
3 x?
a) zB. f(z) = — (Achtung: f(z) = o oder f(z) = .
H.As.!)
5T 4 2
b) z.B. =
) wB. fa) =2
c) Das ist nicht moglich (entweder HA oder SA)
Aufgabe 3.13.
n fn(x) VA HA SA
0 | filw) = — —3undo=-3|y=0 ke
1#) =55 |z=3undz= Yy = eine
x+3 .
1 fl(l‘):m =3 y =0 | keine
22 +3 .
2 ]"1(:15)23027_9 r=3und x=-3 | y=1| keine
a® +3 :
3 fl(x):m x=3und x = -3 | keine | y ==z
4
>4 | fa(z)= 332 +Z =3 und x = —3 | keine | keine
x —_—

fa(x) : n°10
fs(x) : n°6

f12 (1‘) :n°2

hatte auch eine S.As. oder
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Aufgabe 3.14.

a) | Df=R—{0} |Ny={£2} | VA:z=0| SA:y=—1z

b) | Dy=R—-{2/3} | Ny={0} |VA:2=%| HA:y=1}

c) Dy=R—-{0} | Ny={#£1} | VA:2=0| HA:y=0

d) Dy=R—-{1} | Ny={-1} | VA:z=1|SA:y=x+5

15 -1 —05
0.5

—11

T I T
g g

Fiir die Fragen €) und f) koénnen Sie IThre Antworten mit Geogebra korrigieren !

Aufgabe 3.15.

—2x2 r—1 422+ —1
a) f(z)=

@ 13)(@—2) b) Jlo) =2+ S T T e 1Y)

Aufgabe 3.16.
a=1,b=-2,¢=0

Aufgabe 3.17.
1:n°1 2:n°2 3:n°1
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Aufgabe 4.1.
a) m=0 b) m =12 c) mz% d) m=3 e) m= -2
Aufgabe 4.2.
a) fl(x)=2x—2 b) f'(z)=3 c) fl(x)=—-2zx+4

z) = — (z) = ) = 1
a) 7'() = &) fi(x)=0 0 S = 5
Aufgabe 4.3.
a) f’(m):—% b) m= f'(3)=-1/3 c)t:y=—-x+4
Aufgabe 4.4.

1 1

a) f(z) = —2\/; oder f'(z) = —m

b) m = f/(1/4) = —4

c) t:y=—4x+3

Aufgabe 4.5.
2) fla)=3 b) f(r) = 426 &) f(x) = TV
! _ ! _ 3 / _ 3
d) f'(z)=2ax e) f(x)—ﬁ f) f()—ﬁx/fE
g) fr)=-y h) fa) = ) f0)= o=
i) (@) =0 k) f(z)=2(m -1
Aufgabe 4.6. Zum Beispiel:
a) f(z) =2 b) f(t) = 27 o) flr) = ot
Q) fa)=— &) fiz) =3 ) fle)= 3V
Aufgabe 4.7.
a) f'(z)=3 b) f'(z) =8z —2 c) fl(z) =922 -2
! _ ! _ 3 / _ 1
d) fl(z)=a e) f(x)fo—i—? f) f(ar)fo—i—m
g f)=-+3 B fa) = ) S =35
) @) = 2az +b
ErC 95 2M



Kapitel 6

Analysis 1

Aufgabe 4.8. Zum Beispiel:
Lo
a) f(x)= 2%~ 2z
1
c) flx)=3x+—
x
Aufgabe 4.9.

a) fl(x)=22z—-3)(3z+2)

1

C) f(.l‘) - (3 — QZ>2
—2(2® —32% + 1)
e) f(x) - (l‘ _ 2)2
—9(422 T —
g) f(z) = 2(4x* +4 43)

(4z 4 2)?

Aufgabe 4.10.

a) f'(z) =102z + 4)*

y 8r —1
) F@) = s

e) f'(z)=6x(x?—1)
g) f'(@)=—(z—1)*(z+2)(5z +4)

2x — 1
2/ (z—3)(x+2)

i) flz) =

Aufgabe 4.11. Zum Beispiel:
5
a) f(z)=(2*-1)

b) f(z)=(1-x)’
1

c) f(w):ﬁ

d) f(z)= (22 —1)

b) f'(x) = z* + 23

4 4

d) f(z) = ;337/4: ;W

b) f(x) =2(x+4)

11

9 @)= o
B f(z) =232 —5)

h) f(x) = 4823 — 842% — 30x + 35

b) f'(z) = 152522 -3

5 [x+1
2(x +1)2V 3z -2

d) f'(z)=

(z—2)(z+2) (2% +4)

f )= =
T — 2 T
xr — 2 €T
0 fe - 37— V6o 431

(2z + 3)3

2M

96 ErC



Analysis 1 Kapitel 6

Aufgabe 4.12.

a) Dy =R, fi(x) =z —3 b) Dy =R, f/(z) = 2(x+1)
c) Dy =R, f(z) = -3(4 — )2 d) D; =R, f'(z) =4z (32% + 1)
e) Df=R, f/(z) =3(xz+1)(z —1) f) Dy =R, f'(z) = 2acx + ad + bc
g) Dj =R, f/(z) = 102z — 1)2(z + 1)(z + 2) h) Dy =R, f/(z) = -
] B y _6(2:—2) } B ;N —6
) Dy =R (-1} ') = .5 ) Dy =R—{1}. /') = =
_ (o) = 22 +3) LR d/el. fila) — Gd—be
k) Dy =R~ {1}, /'e) = 5 ) Dy =R~ {=d/e}, ['la) = oy
, 1 , 222 + 1
m) Dy =R, ['a) = o n) Dy =R, fa) = 2o
= = "(z -t = " :M
o) Df_R+ {1}, f'(z) \/5(1_\/5)2 p) Dy Ry, f'(z) 4\/5\/x+7
Aufgabe 4.13.
a) t:y=—6z—5 b) t:y:?%fx—% c) t:y:éx—i—?
Aufgabe 4.14.
myg =0 myg = —12 mp = 6 mc = —6 mp = 12

Aufgabe 4.15.
Im Punkt P(-3/2;9/4)

Aufgabe 4.16.
Im Punkt P;(2; —4) und P»(—4/3;122/27)

Aufgabe 4.17.
In den Punkten P;(3;1/6) und Py(—3;—1/6)

Aufgabe 4.18. Fir a = 3
Aufgabe 4.19. In den Punkten P;(0;0) und P»(2;2)
Aufgabe 4.20.

a) f(z) = 13: —§x+3 b) f(z) = 5a? — 3z + 2
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Aufgabe 4.21. In den Punkten Pl(g; ¥3) und Pg(—@; —¥3)

Aufgabe 4.22.
a) 0° im Punkt P(0;0) und 8,13° im Punkt Q(1;1)
b) 35,54° im Punkt P(2;1) und 45° im Punkt Q(6;9)
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Aufgabe 5.1.

5
/T
—2f1 |
2+

-3+

Aufgabe 5.2. a=2,0=2,¢c=-28, d= -9

Aufgabe 5.3. f:5und g: 6

Aufgabe 5.4.
a) f(z)=2(3z—1)

1 234567

1
x —00 = 400
3
f'(z) — 0
o | T
Min(1/3;11/3)
b) f'(z) =6(x+1)(z —4)
T —00 -1 4 +00
f'(@) + 0 0 +

f(x) /

Max(—1;18), Min(4; —107)

ExrC
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c) f'(z) =5(x+2)*(z - 3)(z — 1)
x —00 —2 1 3 400
f'(=) + 0 - 0 - 0 +
max
f(x) / / \ . /

Sattelpunkt(—2;0), Max(1;108), Min(3;0)

L 13
Q) J@) = e
T —00 -5 +00
f'(z) + +
f _—
( ) /V ‘rAS
. (z+5)(xz—1)
o) flo) = A
x —00 -5 -2 1 +00
f(x) + 0 — — 0 +
max V. As.
f(z) / \ \ - /
Max(—5; —12), Min(1;0)
oy A—2)(A+a)
f) fl(z) = RS
T —00 -1 1 +00
f(x) - 0 + 0 -

Min(—1; —1/2), Min(1;1/2)
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Aufgabe 5.5.

Aufgabe 5.6.

D;=R

Nullstellen; x = —4/3 und z =0
f'(x) = 1223 + 1222

Min (-1 ; -1)

S(0;0)

y-Achsenabschnitt y = 0
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e D;=R

o Nullstellen: x = —1 und = = 1/2
o fl(x)=122%2-3

e Max(-1/2;2)

« Min(1/2;0)

e y-Achsenabschnitt: y =1

. Df =R — {2}
e Nullstellen: t =1 und x = 3

e VAs:z=2 HAs:y=1

y - 2
. f(ﬂf)—m

o y-Achsenabschnitt: y = 3/4

e VAsz=-1,SAssy=1x

* 5(x):mj—1
;o w(r+2)
+ F@) = (x +1)2

e Min(0;1), Max (—2;—3)

e y-Achsenabschnitt: y =1
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e) .

Dy =R
Nullstelle: z =0
SAs:y==x

8x
o) =y

(@ — 3
(2 +1)2

S1(—V3;-3V3)
S2(V3;3v/3)

y-Achsenabschnitt: y =0

f'(x) =

Dy =R —{0}
Nullstellen: x = 2 und =z = —2/3

VAs:x =0 HAs:y=3

_ —4x — 4

o(x) 5

X

4 8
£w) = =5

Max (—2;4)

y-Achsenabschnitt: nicht definiert

Dy =R - {2}
Nullstelle: z = —1
VAssx =2, SAssy=ax+7

27(x — 1)

o) =50

oo (x4 8)(w+ 1)
f (.%') - (2 _ $)3

S(—1;0), Min (8;81/4)

y-Achsenabschnitt: y = 1/4

h) und i) Die Losungen finden Sie auf der Webseite http://www.gymomath.ch.
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j) « Dy=R-{-1}
o Nullstellen: z = —6 + /51
e VAsiz=-1

e SAssy=x+11

20 A5 10 —5 i|] 5 10 % —96
ol ° (5 =

, _x2+23:+27
. f(x)—w

o y-Achsenabschnitt: y = —15
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Aufgabe 5.7.

a)
1

=N W

Aufgabe 5.8.
a) 625m?

Aufgabe 5.9. Die beiden Zahlen sind +2/2
Aufgabe 5.10.
Aufgabe 5.11.
Aufgabe 5.12.
Aufgabe 5.13.
Aufgabe 5.14.
Aufgabe 5.15.

Aufgabe 5.16.

b) 2500m? c) 1250m2.

P(3/2;9/4)

x = 2cm, V = 144ems.

b) t:y=-3x+ Z
c) Pi(1;-7/4)
Po(—1++/6;17/4 — 3/6)

P3(—1—+/6;17/4 — 3/6)

26 oder 25 Franken. (Eigentlich 25.50)

Die idealen Dimensionen sind 1 x 2 x 2m.

A(6;0)

P(3/8;73/64)

A(3;2) und B(—3;2)
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